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MES! (Metoda Elementéw Skoriczonych?) jest jednym z podstawowych narzedzi kompu-
terowego wspomagania badan naukowych i analiz inzynierskich, o bardzo szerokim zakresie
zastosowan 1 duzej popularnosci. Znajomos¢é MES obejmuje wiedz¢ z r6znych dziedzin zasto-
sowan (dzialy fizyki, mechanika konstrukcji, itp.), wiedz¢ matematyczng dotyczaca podstaw
oraz wiedz¢ informatyczng o realizacji na sprzgcie komputerowym. Znajdujace si¢ ponizej
omoéwienie obejmuje gtdwnie aspekty matematyczne i informatyczne, stara si¢ zréwnowazyc
prostote 1 Scisto$§¢. Sktada si¢ z dwoch czgsci, pierwsza stanowi wprowadzenie ogdlne (bez
wzoréw!), druga przedstawia przyktad konkretny zastosowania MES.

1. MES w mniej niz 2000 stow

Metoda Elementow Skonczonych jest metoda aproksymacji (czyli otrzymywania rozwia-
zan przyblizonych) réwnan rézniczkowych czastkowych (w jednym wymiarze przestrzen-
nym takze réwnan rézniczkowych zwyczajnych). Réwnania rézniczkowe (oznaczane dalej
skrétowo jako RR) stanowia model matematyczny, najczesciej jakiego$ procesu lub stanu
uktadu fizycznego. Proces lub stan opisywane sa za pomoca parametréw bedacych funkcjami
potozenia w przestrzeni i ewentualnie czasu. RR opisuja zaleznoSci migdzy tymi funkcjami
oraz ich pochodnymi. Znalezienie rozwiagzania RR to znalezienie tych funkcji, stanowiacych
funkcje niewiadome dla konkretnego zagadnienia.

Zastosowanie MES do rozwiazania konkretnego zadania naukowego lub inzynierskiego
sktada si¢ z dwoch odrebnych procesow:

e stworzenia modelu obliczeniowego

e rozwigzania konkretnego zadania za pomoca uzyskanego modelu

"Popularnie uzywane na uczelniach rozwinigcie nazwy MES jako Metoda Eliminacji Studentéw nie oddaje
merytorycznej istoty MES, jednak stalo si¢ jedna z podstawowych motywacji do napisania tekstu.

2 Angielski termin the finite element method jest w polskiej literaturze thumaczony dwojako: w analizie nume-
rycznej uzywa si¢ formy ,,metoda elementu skoficzonego” (wiernie oddajacej tre$¢ angielska), w naukach inzy-
nierskich przyjeto si¢ stosowaé nazwe ,,metoda elementéw skonczonych”. Ta druga forma, nawiazujaca do tytutu
polskiego ttumaczenia klasycznego podrecznika prof. Olgierda Zienkiewicza, jest konsekwentnie stosowana w
niniejszym skrypcie.



1.1. Stworzenie modelu obliczeniowego MES

Stworzenie modelu dokonywane jest najczesciej przez fizykéw, inzynieréw, matematykéw. Po-
lega na wyborze lub stworzeniu modelu matematycznego w postaci RR i przeksztatceniu do
tzw. sformutowania MES. Sformulowanie MES dla pewnego typu probleméw sklada si¢ z
dwoch elementow:

e réwnania calkowego zwiazanego z RR
e definicji z jakich funkcji konstruowane bedzie rozwiazanie przyblizone

Kazde zadanie MES okreslane jest dla pewnego fizycznego obiektu lub grupy obiektow zaj-
mujacych miejsce w przestrzeni. To zajmowane miejsce, czyli obszar w ktorym zdefiniowane
sa RR nazywane jest obszarem obliczeniowym. Kazdy taki obszar jest skoniczony, a wigc
posiada brzeg. Elementem modelu matematycznego zjawiska, oprocz RR, ktore okreslaja
zachowanie funkcji niewiadomych wewnatrz obszaru obliczeniowego, sa takze dodatkowe
réownania okreslajace zachowanie funkcji niewiadomych na brzegu (warunki brzegowe).
Takze te r6wnania ujmowane sa w sformutowaniu MES.

Istota metody elementéw skonczonych jest sposéb aproksymacji RR polegajacy na po-
dziale obszaru obliczeniowego na male podobszary o prostych ksztaltach, zwane elemen-
tami skonczonymi oraz specjalny sposéb konstruowania funkcji aproksymujacych opie-
rajacy si¢ na funkcjach zdefiniowanych w elementach skonczonych. MES jako jedna z
niewielu metod potrafi modelowaé zjawiska w skomplikowanych obszarach obliczenio-
wych, co stanowi jedna z jej podstawowych zalet w zastosowaniach praktycznych.

W elementach skonczonych definiuje si¢ proste funkcje, najczesciej funkcje liniowe
lub wielomiany niskiego stopnia, zwane funkcjami ksztaltu. Elementem sformutowania
MES jest okreSlenie w jaki sposéb z funkcji ksztaltu konstruuje si¢ funkcje aproksymujace
rozwiazanie. Konstrukcja przebiega w dwoch etapach:

¢ 7z funkcji ksztaltu okreslonych w pojedynczych elementach konstruuje si¢ funkcje
okreslone w calym obszarze obliczeniowym (bedacym suma elementéw). Proces ten
mozna okresli¢ jako sklejanie wielu funkcji w matych podobszarach w jedna funk-
cje w calym podoobszarze — te funkcje okreslane w calym obszarze nazywane sa
funkcjami bazowymi

e definiuje si¢ w jaki sposéb ostateczne rozwigzane ma by¢ otrzymywane z funkcji bazo-
wych. Zasada jest tutaj prosta, rozwiazanie przyblizone MES jest kombinacja liniowa
funkcji bazowych (czyli suma ze wspétczynnikami réznymi dla kazdej funkcji). Zbior
wszystkich mozliwych kombinacji liniowych funkcji bazowych stanowi zbiér wszystkich
mozliwych rozwigzan przyblizonych danego problemu, czyli stanowi przestrzen funkcji,
w ktdrej poszukiwane jest rozwigzanie konkretnego zadania.

Wspoétczynniki wystepujace w kombinacji liniowej dla aproksymowanej funkcji sta-
nowig zbior liczb. Znajac ten zbior liczb oraz definicje funkcji bazowych mozna uzy-
ska¢ rozwiazanie przyblizone danego problemu w dowolnym punkcie obszaru obliczenio-
wego. Stad czesto mowi sig, ze MES jest metoda dyskretyzacji, czyli uzyskiwania rozwia-
zania w postaci dyskretnej (a wigc w postaci skoniczonego zbioru liczb), na podstawie ktérego



mozna uzyskac rozwigzanie w dowolnym miejscu obszaru. Czesto, dzieki odpowiednim de-
finicjom funkcji ksztattu i funkcji bazowych, dyskretny zbior liczb okreslajacych rozwia-
zanie MES to zbior warto$ci w wybranych punktach obszaru obliczeniowego, zwanych
wezlami. Wtedy mozna powiedziec, ze MES jest metoda uzyskiwania rozwiazania w wy-
branych punktach obszaru obliczeniowego, a nastepnie interpolowania rozwiazania w po-
zostalych punktach obszaru za pomoca funkcji bazowych (lub patrzac z punktu widzenia
pojedynczego elementu funkcji ksztattu).
Wykorzystanie podanych powyzej elementéw skladowych sformulowania MES

e réwnania catkowego
e definicji sposobu tworzenia funkcji aproksymujacych

prowadzi do transformacji rownania catkowego do postaci ukladu réwnan liniowych. Co
dzieje si¢ z catkami z réwnania? Teraz kazdy wspétczynnik macierzy uktadu réwnan liniowych,
nazywanej w MES tradycyjnie macierza sztywnosci®, jest suma odpowiednich calek. Calki
odpowiadaja poczatkowemu uktadowi RR, sa zdefiniowane dla catego obszaru obliczeniowego,
ale oblicza si¢ je jako sume catek po elementach *. Odpowiednie definicje funkcji bazowych
powoduja, ze w otrzymanym uktadzie rownan liniowych zdecydowana wigkszoS¢ wartosci to
zera (niekiedy udziat zer moze przekracza¢ 99,99%). To czy dany element macierzy uktadu jest
zerem czy nie, wiadomo na podstawie definicji elementéw i funkcji ksztattu, dlatego znajac te
definicje, z géry wiadomo, ktére wyrazy macierzy sa zerami, a ktére nie. Wyrazéw zerowych
nie oblicza si¢. Rozwigzanie zadania za pomoca MES sprowadza si¢ wigc do rozwiazania
najczesciej wielkiego, rzadkiego ukladu réwnan liniowych. To wlas$nie ten fakt, ze macierz
ukladu réownan liniowych w MES jest tak rzadka powoduje, ze MES jest atrakcyjna z
obliczeniowego punktu widzenia.

1.2. Rozwiazanie konkretnego zadania MES

Stworzenie modelu obliczeniowego MES jest zadaniem realizowanym, jak to bylo juz po-
wiedziane, przez matematykow, inzynieréw, fizykow dla konkretnych grup zadan. Model
w postaci réwnania catkowego i definicji przestrzeni funkcji aproksymujacych jest rOwnowazny
modelowi w postaci sposobu konstrukcji uktadu réwnan liniowych MES. Ta druga postaé lepie;j
nadaje si¢ do tworzenia algorytméw numerycznych i jest podstawowa postacia wykorzystywana
przy tworzeniu programéw MES. Czgsto definicje elementdw i funkcji ksztattu sa tak proste,
ze udaje si¢ wyliczyC catki tworzace wyrazy macierzy sztywnosci, w zaleznoSci od pewnych
parametrow element6w, i poda¢ gotowe wzory na wyrazy macierzy sztywnosci. Przyjmowaé
bedziemy, ze koncowym etapem tworzenia modelu MES jest podanie algorytmicznego
przepisu na tworzenie ukladu rownan liniowych odpowiadajacych sformutowaniu MES.

Otrzymany model MES zazwyczaj ma zastosowanie do pewnej grupy probleméw. Na
jego podstawie tworzone sa programy komputerowe, ktore realizuja model w konkret-
nych obliczeniach. Przecigtny uzytkownik MES nie tworzy modelu MES, ale korzysta z
gotowych modeli dostarczanych wraz z odpowiednimi programami.

3W nawiazaniu do pierwszych zastosowain MES w dynamice konstrukcji
4Catka po catym obszarze catkowania jest suma catek po podobszarach, w tym wypadku elementach



Rozwiazanie konkretnego zadania MES polega na skorzystaniu z programu MES za-
wierajacego odpowiedni model MES. Proces ten rozpoczyna si¢ od realizacji nastepujacych
wstepnych etapow:

e wybor modelu (kazdy program MES oferuje zazwyczaj kilka modeli MES, odpowiada-
jacych konkretnym RR i warunkom brzegowym)

e definicja obszaru obliczeniowego i podzial obszaru na elementy (w programach MES
moga pojawiaé si¢ rozmaite elementy jedno, dwu i tréjwymiarowe)

e definicja przestrzeni, w ktorej poszukiwane sq funkcje niewiadome czyli wybo6r aprok-
symacji (programy MES moga oferowac rozmaite zestawy funkcji ksztattu dla elemen-
tow 1 funkcji bazowych w catym obszarze obliczeniowym)

e okreslenie parametrow modelowanego procesu (najczgsciej parametry te zwiazane sa
ze wspotczynnikami RR 1 warunkéw brzegowych, w praktyce odpowiadaja np. parame-
trom materiatow w modelowanych obiektach, zasadom interakcji obiektow ze Swiatem
zewnetrznym, itp.)

Bardzo istotnym elementem w praktyce jest zdefiniowanie obszaru obliczeniowego oraz
jego podziatu na elementy. Etap ten, zwany pre-processingiem, w przypadku skomplikowa-
nych obszaréw obliczeniowych moze zaja¢ wiele czasu i wysitku, moze wymagac wspotpracy
z urzadzeniami pomiarowymi, oprogramowaniem CAD, odrgbnymi programami generowania
siatek MES. Raz zdefiniowana siatka MES moze by¢ uzywana przy rozwiazaniu szeregu zadan
dla tego samego obiektu.

Po pelnym zdefiniowaniu rozwiazywanego zadania uruchamiane sa procedury oblicze-
niowe. Ten etap nosi nazwe processingu i sktada si¢ z dwéch podstawowych faz:

e utworzenie ukladu réwnan liniowych
e rozwiazanie ukladu réwnan liniowych

Tworzenie uktadu réwnar liniowych odbywa si¢ na podstawie przepisu stanowiacego model
obliczeniowy MES. Rozwiazanie uktadu rownan liniowych nastgpuje poprzez zastosowanie
odpowiedniego algorytmu, czasem sa to algorytmy ogdlnego przeznaczenia, czasem metody
specjalnie opracowane dla MES.

Efektem rozwiazania ukladu réwnan liniowych jest zbior liczb, tworzacych wektor
niewiadomych (czesto, jak to bylo juz wspomniane, jest to zbior wartosci w konkretnych
punktach obszaru, np. wierzchotkach elementéw). Znajac ten zbior wartosci oraz defi-
nicje funkcji ksztaltu w elementach mozna odtworzy¢ rozwiazanie przyblizone w calym
obszarze obliczeniowym. Na podstawie rozwiazania przyblizonego mozna takze oblicza¢ inne
parametry zjawiska. Takie obliczenia, a takze wizualizacja rozwigzan i obliczonych na ich pod-
stawie wielkoSci, sa realizowane w etapie zwanym post-processingiem. Takze tutaj istnieja
odrgbne programy realizujace te funkcje.

Otrzymanie rozwiazania za pomocg programu MES nie powinno nigdy by¢ koncem
procedury rozwiazywania problemu. Trzeba mie¢ swiadomos¢, ze uzyskany wynik prawie
zawsze obarczony jest bledem. Istnieje wiele mozliwych zZrodel bledu rozwiazania. Kilka
najwazniejszych to:



e blad modelowania (zastosowany model matematyczny nie odzwierciedla dokladnie
rzeczywistosci)

e blad wartosci wspoétczynnikow (przyjete wartosci wspotczynnikéw RR i warunkéow
brzegowych, czyli np. dane materialowe, dane o interakcji obiektu ze Swiatem ze-
wnetrznym obarczone sa bledem)

e blad odwzorowania obszaru (obszar obliczeniowy nie odpowiada dokladnie rzeczy-
wistemu obszarowi zajmowanemu przez analizowany obiekt)

e blad numeryczny (blad dyskretyzacji, zastosowana metoda aproksymacji wprowa-
dza btad w stosunku do rozwiazania dokladnego problemu wyjsciowego w postaci
RR)

e blad zaokraglen (ze wzgledu na zastosowanie ograniczonej dokladnosci reprezenta-
cji liczb w komputerze, rozwiazanie uzyskane programem komputerowym nie od-
powiada rozwiazaniu przyblizonemu, ktore zostaloby otrzymane przy dokladnej re-
prezentacji liczb)

Po uzyskaniu rozwigzania wyniki nalezy podda¢ weryfikacji. W przypadku btedu mode-
lowania méwimy o walidacji modelu. Model matematyczny jest opracowywany przez inzynie-
réw, fizykow, matematykow — przecietny uzytkownik programéw MES powinien sprawdzic¢
jak dobrze zastosowany przez niego model matematyczny odwzorowuje rzeczywistosc, np.
jak wiele oséb dotychczas stosowalo ten model, jakie uzyskaly wyniki itp.

Z Kolei bledy wartosci wspotczynnikéw i blad odwzorowania obszaru naleza do fazy
przygotowania danych do rozwiazywanego problemu. Matematyczna analiza sformulo-
wania problemu moze przynies¢ odpowiedz na pytanie, jak wrazliwy jest model na zmiany
powyzszych parametréw, w jaki sposéb zmiany parametrow wptywaja na zmiang rozwiaza-
nia, czy wiedzac, ze informacje o danych i obszarze obarczone sa pewnym btgdem nadal mo-
zemy zaktadaé, ze rozwiazanie MES wystarczajaco doktadnie opisuje badane zjawisko.

Blad odwzorowania obszaru moze wynikac nie tylko z bledu danych wejsciowych przy
definicji problemu, moze zosta¢ wprowadzony w fazie dyskretyzacji obszaru, czyli gene-
rowania siatki MES. Tutaj takze analiza matematyczna zagadnienia moze prowadzi¢ do préb
oszacowania jak duzy jest btad i w jaki spos6b mozna go zmniejszyc.

Kolejnym typem bigdu jest btad numeryczny. MES jako metoda aproksymacji, w zdecy-
dowanej wigkszoSci zastosowan (poza niezwykle prostymi zadaniami) prowadzi do bledu
dyskretyzacji’. Blad dyskretyzacji mozemy okresli¢ jako réznice rozwiazania dokladnego
RR i przyblizonego rozwiazania MES. W teorii MES bada si¢ jaka jest zalezno$¢ bledu
numerycznego od sformutowania MES i parametrow rozwiazania, takich jak np. maksy-
malna wielko$¢ elementéw w siatce MES lub stopiefi wielomiandw przyjetych jako funkcje
ksztattu.

Teoria dostarcza takze informacji jak dla konkretnego zadania poprawi¢ rozwiaza-
nie. Mowimy wtedy o adaptacji zadania, polegajacej najczesciej na modyfikacji siatki lub

SBtad dyskretyzacji zwiazany jest z zamiana rozwiazania doktadnego z przestrzeni nieskoriczenie wymiarowe;j,
na rozwiazanie z przestrzeni skonczenie wymiarowej, czyli rozwiazanie, ktére daje si¢ przedstawié w postaci
skoficzonej liczby wartosSci, np. warto$ci rozwiazania w wezlach siatki MES



doboru funkcji ksztaltu. Zdecydowana wigkszo$¢ wspoétczesnych programéw MES zawiera
mechanizmy adaptacji. Ich zastosowanie polega najczgsciej na wstgpnym rozwiazaniu zadania,
oszacowaniu popetnionego bledu numerycznego, a nastgpnie modyfikacji zadania i ponownym
rozwigzaniu. Informacje o procedurach szacowania btedu oraz procedurach modyfikacji
zadania (siatki i aproksymacji) powinny znajdowa¢ si¢ w dokumentacji programu MES.
Ich znajomos¢ jest czesto warunkiem koniecznym uzyskiwania wiarygodnych i doklad-
nych wynikéw za pomoca MES.

Ostatni typ btedu, btad zaokraglen jest specyficzny dla komputerowej realizacji algoryt-
mow MES. Uzytkownik powinien mie¢ Swiadomos¢, w ktérych momentach obliczen moga
pojawic si¢ btedy zaokraglen, jak bardzo sa one istotne dla doktadnoSci wynikéw i czy istnieja
alternatywne algorytmy unikajace tych btedéw. Informacje takie powinny takze znalez¢ si¢ w
podreczniku uzytkownika programu komputerowego MES.

2. Prosty przyktad zastosowania MES dla prostego problemu
W przestrzeni jednowymiarowej.

Zastosujemy MES do rozwiazania nastgpujacego RR:

d*u

da?

okreslonego w jednowymiarowym obszarze obliczeniowym bedacym odcinkiem (0,1). Wa-
runkami brzegowymi sa:

e warunek Dirichleta (okreslajacy wartos¢ funkcji) dla x = 0:

u(0) =0

e warunek brzegowy Neumanna (okreslajacy pochodna funkcji) dla z = 1:

du
—(1) =2
7 (1)

Rozwigzaniem dokladnym zadania jest funkcja kwadratowa v = 2 przedstawiona na rys. 1

Pierwszym krokiem na drodze do rozwiazania zadania za pomoca MES jest dyskretyzacja
obszaru, czyli podziat na elementy skoficzone. W naszym przypadku zakladamy, ze obszar
dzielimy na dwa elementy, e; i es, wierzchotki elementéw oznaczamy jako wy, ws, ws. Sytuacje
ilustruje rys. 2

W kazdym elemencie definiujemy dwie liniowe funkcje ksztattu, ¢, 1 ¢2, pokazane narys.3.

Z funkcji ksztattu okreslonych w elementach konstruujemy (sklejamy) funkcje bazowe okre-
Slone w catym obszarze obliczeniowym. Zaktadamy, ze funkcje bazowe zwiazane sa z wierz-
chotkami elementéw, mamy wigc trzy funkcje bazowe, 1)1, ¥ 1 103, pokazane na rys. 4. Ich
istotna cecha jest to, ze funkcja bazowa zwiazana z wierzchotkiem w; ma wartos¢ 1 w tym
wierzchotku i1 warto$¢ 0 w pozostatych wierzchotkach.
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Rysunek 1: Rozwiazanie doktadne przyktadowego zagadnienia brzegowego
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Rysunek 2: Podziat obszaru obliczeniowego na elementy skoficzone

Definiujemy teraz zbiér funkcji, w ktérym bedziemy poszukiwac przyblizonego rozwiaza-
nia zagadnienia brzegowego. Zbidr ten, czyli przestrzen funkcji oznaczana przez V", okre-
Slamy jako zbior wszystkich funkcji bedacych kombinacjami liniowymi funkcji bazowych );,
czyli funkcji majacych postaé:

u'(x) = Ui () + Upvhe(z) + Uss(2)

Wartosci U}*, bedace wspétczynnikami kombinacji liniowej, stanowia niewiadome naszego
problemu, tzw. stopnie swobody. Nasz problem MES ma wigc trzy niewiadome, trzy stop-
nie swobody. Znajac warto$ci niewiadomych i funkcje bazowe ; mozemy odtworzy¢ funk-
cje u”(z) w dowolnym punkcie obszaru obliczeniowego. Na przyklad dla warto$ci wektora
U" = {0.5,0.3,1.0} funkcja u" () ma postaé:

ut () = 0.5¢1 (2) + 0.3¢() + v3()

zilustrowana na rys. 5. Jak widaé, w przestrzeni V", dzieki specjalnemu doborowi funkcji
bazowych, wartosSci stopni swobody sa wartoSciami rozwigzania w wierzchotkach elementéw.

Kolejnym etapem procedury jest uzyskanie sformutowania MES. Sformutowanie MES jest
rownaniem catkowym odpowiadajacym rownaniu rézniczkowemu (funkcje spetniajace sformu-
fowanie MES sa aproksymacjami zagadnienia brzegowego). Sformutowanie MES odpowiada-
jace przyktadowemu zagadnieniu brzegowemu ma postac:

Znajdz niewiadomg funkcje uh(x) nalezaca do przestrzeni V" i spetniajaca warunek Dirichleta
u(0) = 0, taka ze dla dowolnej funkcji testujacej w(x) nalezacej do V" i spelniajacej warunek
w(0) = 0, prawdziwe jest réwnanie catkowe:

1
Y T —2u(1
e dxdx /0 w(z)dr — 2w(1)

7
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Rysunek 3: Liniowe funkcje ksztattu w elemencie jednowymiarowym
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Rysunek 4: Funkcje bazowe w obszarze obliczeniowym

Pomijajac szczegély wyprowadzenia powyzszego wzoru przyjmiemy, ze sformutowanie MES
zostato zadane, wraz z dowodem, ze rozwiazanie u" () rzeczywiScie przybliza rozwiazanie do-
ktadne u(z). Sformutowanie MES zawiera w sobie przetransformowane réwnanie r6zniczkowe
(calki po obu stronach réwnania) oraz wyraz po prawej stronie pochodzacy z uwzglednienia wa-
runku brzegowego Neumanna. Warunek brzegowy Dirichleta uwzgledniony jest jawnie poprzez
zalozenie, ze u"(0) = 0.

Sformutowanie MES zapisane w powyzszej postaci, z wykorzystaniem funkcji testujacych
w(z), jest trudne do intuicyjnego zrozumienia przez osoby nieobyte z aparatem matematycz-
nym teorii MES. W postaci takiej uzywane jest czesto przez matematykow lub specjalistow
od analizy numerycznej do przeprowadzania dowoddéw istnienia i jednoznacznosci rozwigzania
przyblizonego oraz jego doktadnosci, czyli réznicy pomigdzy rozwiazaniem doktadnym u(z) a
rozwiazaniem przyblizonym u”(z).

Sformutowanie MES nie stanowi jeszcze podstawy tworzenia algorytmow numerycznych.
Dla inzynieréw i naukowcow stosujacych MES oraz dla informatykéw zaangazowanych w im-
plementacje MES w programach komputerowych bardziej od postaci catkowej sformutowania
MES przydatna jest posta¢ uzyskana przez transformacj¢ do uktadu réwnan liniowych.

Podstawa transformacji do postaci uktadu réwnan liniowych jest wykorzystanie zatozenia,



Rysunek 5: Przyktadowa funkcja z przestrzeni V"

ze funkcja niewiadoma nalezy do przestrzeni V", tzn. jest kombinacja liniowa funkcji bazo-
wych:

3
Z UK¢K

=1

Podobnie zaktadamy o funkcjach testujacych w(z):

= LZ: Wiribp ()

Podstawienie powyzszych wzoréw do sformutowania MES 1 kilka prostych transformacji
prowadzi do uktadu réwnan liniowych MES, majacego w przypadku naszego zadania przykla-
dowego postac:

3

> AxUp =F,+B, L=123

K=1
Jest to ukfad trzech réwnaf z trzema niewiadomymi: Ul, Uk, UP. Wspélczynniki macierzy
uktadu A (macierzy sztywnosci) dane sa wzorami:

L vy,

K L=1223
dr dr ’ T

Ak = —
Sktadowe wektora prawej strony F', oblicza si¢ jako:
1
&:/2%@MBL:L13
0

Dodatkowo w uktadzie wystgpuja wyrazy odpowiadajace warunkom brzegowym, w naszym
przypadku jest to wektor By, = [0, 0, —2].

Jak widac posta¢ uktadu réwnan liniowych MES bezposrednio nawiazuje do sformutowania
MES. Wz6r na wspétczynniki A i odpowiada calce po lewej stronie w sformutowaniu MES,
w ktérej w miejsce funkcji niewiadomej i testujacej wstawione zostaty funkcje bazowe. Skta-
dowe [, odpowiadaja calce po prawej stronie sformutowania stabego, a wektor B wyrazowi
zwigzanemu z warunkiem brzegowym. W naszym przypadku mamy do czynienia z maltym
uktadem tylko trzech rownan z trzema niewiadomymi, ale konstrukcja uktadéw réwnan dla



ztozonych zagadnien z milionami stopni swobody przebiega w sposéb identyczny. Ostateczna
posta¢ uktadu réwnari dla zadania przykladowego moze zostaé zapisana jako:

AHUlh + A12U2h + A13U3{7’ = F1 + B1
A21U1h + A22U£l + A23U§L = I+ B
AUl + AU} + AUl = Fy+ Bs

lub w postaci macierzowe;j
A-U"=F+B

czyli
A A Agg up F B,
Ay Ay Ay || U2 |=| I |+]| B
Az Asp Asg U F3 Bs

Pierwsze réwnanie otrzymanego uktadu odpowiada pierwszej funkcji bazowej 1;, drugie
rownanie drugiej funkcji v, a trzecie funkcji bazowej 3. W zapisie macierzowym uktadu
réwnan oznacza to ze kazdy wiersz odpowiada jednej, kolejnej funkcji bazowej, przy czym
funkcje bazowe pochodza z reprezentacji w postaci sumy dla funkcji testujacej w(z).

Z kolei kolumny macierzy uktadu A odpowiadaja funkcjom bazowym pochodzacym z roz-
ktadu funkcji niewiadomej na posta¢ kombinacji liniowej. Pierwsza kolumna odpowiada pierw-
szej funkcji bazowej, druga drugiej, trzecia trzeciej. Tak wigc kazdy wyraz macierzy sztywnosci
Ak odpowiada parze funkcji bazowych 1k, 1;,. Podobnie kazda sktadowa F, i B;, odpowia-
daja pojedynczej funkcji bazowej ¢y .

W przyjetej przez nas postaci aproksymacji, za pomoca liniowych funkcji bazowych, po-
jedynczej funkcji bazowej odpowiada pojedynczy wierzchotek elementéw w obszarze oblicze-
niowym. Taki wierzchotek wraz z odpowiadajaca mu funkcja bazowa nazywany jest weztem
siatki MES. Jesli gdziekolwiek uzywany jest zwrot funkcja bazowa, mozna kojarzy¢ to z we-
ztem siatki MES 1 na odwrot.

Posta¢ uktadu rownan jest juz postacia nadajaca si¢ do implementacji w programach kompu-
terowych. Pierwsza naiwng implementacja mogtoby by¢ dokonanie podwdjnej petli po wszyst-
kich funkcjach bazowych (weztach siatki MES) w obszarze obliczeniowym, dla kazdej pary
Vi, Y, obliczenie Ay, dla kazdej funkcji ¢/;, obliczenie F}, a nastgpnie sprawdzenie czy dla
Yy, nie zachodzi potrzeba uwzglednienia warunku brzegowego w postaci odpowiedniego wy-
razu Bj. Dla tak utworzonego uktadu réwnan liniowych rozwiazanie w postaci wektora U”"
(warto$ci u”(z) w weztach siatki MES) stanowiloby podstawe do stworzenia przyblizonego
rozwigzania u"(z) w calym obszarze obliczeniowym.

W praktyce jednak najczesciej stosuje si¢ inny algorytm wykorzystujacy petle po elemen-
tach, wlasnosci catkowania oraz funkcje ksztalttu w miejsce funkcji bazowych. Wyrazy Ay x
zdefiniowane sg jako calki funkcji bazowych po catym obszarze obliczeniowym. Korzystamy z
faktu, ze catka po obszarze ztozonym z podobszaréw jest rowna sumie calek po podobszarach.
Tak wiec

Vdgidby, _p dvxdvn, p diicdi

— —_ dex = A% A
o dr dx e dxr dx e dx dx v LK ALK

ALK =
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Cata macierz sztywnosci w naszym przyktadzie ma postac

€1 €9 el e €1 €9

An A Agg 11T A7 Apt+Ap A+ A

I I €1 €2 el e el e
A= Ay A Ay | = o + A5 A%y + A% ASy + AR
el e el e €] €2

Asp Asy Asg 31 T Azp Agzy + Aszy Aszz + Asy

Wyrazy macierzy A mozna obliczy¢ w petli po elementach. W kazdym elemencie nalezatoby
zrobi¢ podwdjna petle po wszystkich funkcjach bazowych (weztach siatki) 1 obliczy¢ odpowied-
nie wyrazy. Procedura taka byltaby jeszcze mniej efektywna niz algorytm naiwny, na szczescie
mozna w tym momencie skorzysta¢ z waznej cechy ukladu réwnan MES co znacznie skraca
czas obliczef.

Zadajemy pytanie czy musimy robi petle po wszystkich funkcjach bazowych, czy dla kaz-
dej pary funkcji bazowych musimy liczy¢ wyrazy Ay x? OdpowiedZ brzmi: nie, musimy liczy¢
Ak tylko wtedy kiedy wiemy, ze wyraz ten jest niezerowy. Czy mamy taka wiedzg przed
przystapieniem do obliczern? Odpowiedz daje analiza sposobu aproksymacji w MES.

Wyraz Ay jako catka, w ktérej wystepuja odpowiednie funkcje bazowe, jest niezerowy
wtedy, kiedy istnieje cho¢ jeden element e;, dla ktérego A7y jest rézne od zera. Oznacza to, ze
w elemencie e; obie funkcje bazowe 1k 191, sa rézne od zera.

Rzut oka narys. 4 wystarcza, zeby zorientowac sig¢, ze nie istnieje zaden element w obszarze
obliczeniowym, w ktérym jednocze$nie 17 i ¥3 sa rézne od zera. Tak wigc A;31 A3y sa rowne
zero. Macierz A sprowadza si¢ do postaci:

Ay A O
A= | Ay A Ay
0 Az Ass

Prosta analiza obszaru obliczeniowego prowadzi do wniosku, ze gdybySmy mieli wigcej ele-
mentéw w obszarze obliczeniowym to liczba zer w macierzy sztywnoSci bytaby znacznie wigk-
sza. Zwigkszajac liczbe elementéw w obszarze, zwigkszalibySmy liczbe weztéw siatki MES.
Funkcja bazowa 1)y jest niezerowa tylko w pierwszym elemencie. Funkcja v, w pierwszym
i drugim, 3 w drugim i trzecim, kazda nastgpna bylaby zerowa i w pierwszym i w drugim
elemencie. To oznacza, ze zadna z nastgpnych funkcji bazowych nie bylaby jednoczesnie nie-
zerowa z Y1 1 1, w zadnym elemencie. W efekcie w pierwszym wierszu macierzy sztywnosci
pozostatyby dwa elementy niezerowe, a w drugim trzy tak jak to jest w naszym przyktadzie.
Podobnie w kazdym nastgpnym wierszu bylyby tylko trzy wyrazy niezerowe, za wyjatkiem
wiersza ostatniego, gdzie bytyby dwa.

Jesli nasza siatka MES miataby milion weztéw, czyli macierz sztywnosci bylaby macie-
rza 1000000 x 1000000 to w kazdym wierszu (z wyjatkiem pierwszego i ostatniego) mieliby-
Smy 3 wyrazy niezerowe 1 999997 zer czyli procent zer w macierzy wynositby znacznie ponad
99,99%. Sytuacja taka jest typowa dla zadan MES z wielka liczba stopni swobody.

Wréémy do algorytmu, w ktérym prébujemy obliczy¢ wyrazy macierzy sztywnos$ci w pe-
tli po elementach. PowiedzieliSmy, ze pomyst, zeby wykona¢ w elemencie podwéjna petle po
wszystkich funkcjach bazowych jest niezwykle kosztowny obliczeniowo 1 niepotrzebny, gdyz
wiele wyraz6w macierzy sztywnosci jest zerowych. W jaki spos6b mozemy bedac w konkret-
nym elemencie zorientowac sig, ktére wyrazy w tym elemencie sa zerowe, a ktére nie? Musimy
rozwazy¢ funkcje bazowe niezerowe w tym elemencie. Ktdére funkcje bazowe sa niezerowe w
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danym elemencie? Te, ktére powstaly przez sklejenie funkcji ksztattu danego elementu. Jak
uwzgledni¢ wszystkie funkcje bazowe niezerowe w elemencie? Zamiast wykonywac petle po
funkcjach bazowych 1 sprawdzac czy dana funkcja jest niezerowa w elemencie, mozemy zrobic
petle po funkcjach ksztattu w elemencie i sprawdzic jakie funkcje bazowe tworzone sg z funkcji
ksztattu. Tym sposobem mozemy uwzglednié wszystkie funkcje bazowe niezerowe w danym
elemencie. Musimy tylko w kazdym elemencie przechowywa¢ informacje, ktére funkcje ba-
zowe powstaly przez sklejenie lokalnych funkcji ksztattu elementu.

W praktyce powyzsze zaleznosci wyraza si¢ korzystajac z pojecia wezta siatki. Numeracje
weztéow w calym obszarze obliczeniowym (bedaca jednoczesnie numeracja funkcji bazowych)
okresla si¢ mianem numeracji globalnej (patrz rys. 2). Numeracja globalna jest numeracja
odpowiadajaca pozycjom w macierzy A, nazywanej przez to czgsto globalng macierza sztyw-
nosci.

Niezaleznie od numeracji globalnej, w kazdym elemencie wprowadza si¢ numeracje lo-
kalna. W przypadku naszego obszaru obliczeniowego i liniowych funkcji ksztattu, lewy wezet 1
zwiazang z nim funkcj¢ ksztattu opatruje si¢ numerem 1, a prawy wezet i jego funkcje ksztattu
oznacza numerem 2.

Nastgpnie wprowadza sig, dla kazdego elementu, odwzorowanie numeréw lokalnych w glo-
balne. Dla elementu e; bedzie to [1,2] = [1, 2], a dla drugiego elementu [1, 2] = [2, 3].

W konsekwencji sposéb postgpowania przy obliczaniu niezerowych elementéw macierzy
sztywnosci A moze wigc by¢ nastgpujacy. W petli po elementach, dla kazdego elementu e; ob-
licza si¢ lokalng elementowa macierz sztywnosci a. Wyrazami macierzy sa elementowe przy-
czynki do globalnej macierzy sztywnosci A. Korzystajac z odwzorowania lokalnej numeracji
weziow (funkcji ksztattu) w globalna numeracje weziéw (funkcji bazowych) przeprowadza sig¢
dodanie wyrazéw lokalnej macierzy sztywnosci do odpowiednich wyrazéw macierzy global-
nej. Ta procedura nosi zwyczajowa nazwe agregacji lokalnej elementowej macierzy sztyw-
nosci. Nalezy zwroci¢ uwage, ze w praktycznych zastosowaniach MES lokalne elementowe
macierze sztywnosci s3 macierzami matymi i ggstymi, natomiast globalna macierz sztywnosci
jest wielka i rzadka.

W przypadku naszej siatki MES agregacja oparta jest na nastgpujacym odwzorowaniu wyra-
zOw macierzy elementowej z numeracja lokalna (po lewej) do odpowiednich wyrazéw macierzy

globalnej (po prawej):
el el €1 el
(TR UD) ; 11 12
el el el el
DT ) 21 22
a dla drugiego elementu ma postac:
€eo e €2 €2
(ST D) i 22 23
en e €2 €2
ST ) 32 33

W ostatecznoSci globalna macierz sztywnosci A zlozona bgdzie z nastgpujacych wyrazow lo-
kalnych:

el el
ag a2 0

_ €1 €1 e [}
A= ay axp+ai aj
es es

0 Q91 A9

W jaki sposob obliczane sa elementowe macierze sztywnoSci? Dla kazdego elementu e;
wykonywana jest podwdjna petla po weztach elementu (funkcjach ksztattu elementu). Dla
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pojedynczej pary funkcji ksztattu ¢y, i ¢; obliczany jest wyraz aj; elementowej macierzy sztyw-
nosci. Jesli posiadamy algebraiczny wzor na aj; algorytm jest niezwykle prosty. Jesli nie, to
musimy obliczy¢ a;’ jako odpowiednig catke zwiazang ze sformutowaniem MES. Dla bardziej
ztozonych problemdéw (np. nieliniowych) lub dla bardziej ztozonych elementéw (np. krzywo-
liniowych) obliczenia wyrazéw lokalnych macierzy sztywnosci dokonuje si¢ przez catkowanie
numeryczne, co dodatkowo komplikuje cata procedurg.

W naszym prostym przyktadzie obliczeniowym nie musimy korzysta¢ z catkowania nume-
rycznego. Pojedynczy wyraz elementowej macierzy sztywnosci dany jest wzorem:

o — [ doedon
i e; dx dx
Zaktadajac postac funkcji ksztattu zilustrowana na rys. 3, widac¢ ze % =—1/h;,a % = 1/h,,

gdzie h; oznacza dlugos¢ elementu. Dokonujac catkowania otrzymujemy wzér na elementowa
macierz sztywnosci (taka sama dla e; 1 eo, jako ze w obu przypadkach wystepuja te same funkcje
ksztattu i ta sama dtugos$¢ elementu h; = 0.5):

_( -1/h 1/h \ [ -2 2

=\ o—yn) T2 -2
Agregacja obu lokalnych macierzy sztywnosci prowadzi do globalnej macierzy sztywnosci po-
staci

-2 2 0
A= 2 -4 2
0 2 =2

W sposéb w pelni analogiczny do tworzenia globalnej macierzy sztywnosci przebiega two-
rzenie globalnego wektora prawej strony. W petli po wszystkich elementach tworzone sa lo-
kalne wektory prawej strony 1 nastgpnie agregowane do globalnego wektora F'. Ponownie
wyrazy lokalnego wektora prawej strony, tworzone w petli po wszystkich funkcjach ksztattu
(weztach elementu), moga by¢ obliczone analitycznie lub numerycznie (przez catkowanie).

W przypadku naszego problemu przyktadowego lokalny wektor prawej strony obliczony na
podstawie sformutowania stabego i postaci funkcji ksztattu (taki sam dla e; i e5) ma postaé:

0.5
0.5
co prowadzi do zagregowanej postaci wektora globalnego:

0.5
F=|10
0.5

Konicowym krokiem konstruowania uktadu réwnan liniowych jest uwzglednienie warunkéw
brzegowych. W przypadku warunkéw brzegowych Neumanna, wiaczonych do sformutowania
MES, dokonuje si¢ tego w sposéb zblizony do obliczania pozostatych wyrazéw wektora prawe;j
strony. W petli po wszystkich elementach sprawdza si¢ czy wierzchotki danego elementu stano-
wig brzeg obszaru obliczeniowego i jesli tak jest, to modyfikuje si¢ odpowiadajace im wyrazy
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lokalnego wektora prawej strony, a nastgpnie lokalny wektor agreguje do globalnego wektora
prawej strony.
W przypadku zadania przyktadowego prowadzi to do modyfikacji globalnego wektora pra-
wej strony do postaci:
0.5
1.0
—1.5

W przypadku warunkéw brzegowych Dirichleta, zwigzanych z jawnym okresleniem warto-
Sci funkcji aproksymujacej u”, jedna z mozliwosci jest bezposrednie uwzglednienie warunku
przez modyfikacje funkcji aproksymujacej (a doktadniej przestrzeni funkcji aproksymujacych),
co prowadzi do modyfikacji uktadu réwnan przez usunigcie pewnych rownan i przyjecie pew-
nych stopni swobody jako zadanych®.

W przypadku naszego zagadnienia brzegowego warunek Dirichleta ma postaé u”(0) = 0.
Jako ze w przyjetej postaci aproksymacji wartosci stopni swobody sa warto$ciami funkcji
aproksymujacej w punkcie, spelnienie warunku brzegowego prowadzi do zerowania sktado-
wej Ul' wektora niewiadomych. Ze wzgledu na matematyczna poprawnos¢ sformutowania
MES wymég zerowania w miejscu okreSlenia warunku brzegowego Dirichleta dotyczy takze
funkcji testujacej w(x). W naszym przypadku oznacza to, ze W) jest zawsze réwne zero (w
kazdej funkcji testujacej). W konsekwencji z uktadu réwnan liniowych znika pierwsze réwna-
nie odpowiadajace ;. Jednocze$nie na skutek zerowania Ul znika pierwsza kolumna uktadu.
Ostateczna posta¢ uktadu rownan jest nastepujaca:

—4Uy + 2U0F = 1
Uk — 2UF = —15

Rozwiazaniem uktadu jest wektor U” = [0.25,1.0], ktéry wraz z zatozeniem U]' = 0 daje w
wyniku funkcje aproksymujaca

uh(x) = 0.25¢(x) + s(x)

zilustrowana na rys. 6.

Na rysunku widaé jak rozwiazanie przyblizone u” () odbiega od rozwiazania doktadnego
u(z). Blad numeryczny aproksymacji mozna mierzy¢ korzystajac z normy bledu ||u(x) —
u”(z)||, okreslajacej precyzyjnie jak bardzo funkcja przyblizona odbiega od rozwiazania do-
ktadnego. Dla wielu probleméw udaje si¢ ustali¢ oszacowania normy btedu, ktére czesto przyj-
muja postaé zblizona do wzoru:

d2
lu(z) = u*(@)]| < C- 1 || 5]

(C' jest pewna stalg zalezna od sformutowania MES, A maksymalnym rozmiarem elementu w
siatce, p stopniem aproksymacji, a rodzaj uzytych norm S$cisle zalezy od sformutowania MES).
Istota powyzszego wzoru sg nastgpujace fakty:

®Istnieja tez inne sposoby uwzglednienia warunkéw brzegowych Dirichleta, bez usuwania réwnan z uktadu,
jak np. tzw. metoda funkcji kary
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Rysunek 6: Rozwiazanie doktadne i rozwiazanie przyblizone MES przyktado-
wego zagadnienia brzegowego

e blad numeryczny zalezy od h i p — zmniejszajac h (czyli zwigkszajac liczbe elementéw
w obszarze) lub zwigkszajac p mozna zmniejsza¢ blad numeryczny

e rozwigzanie MES zbiega si¢ do rozwiagzania doktadnego (btad maleje do zera) dla /h zmie-
rzajacego do zera.

Zbieznos¢ rozwiazan przyblizonych MES jest jednym z podstawowych kryteriow popraw-
nosci modelu MES.

W powyzszym wzorze na oszacowanie bigdu numerycznego wystgpuje niestety po prawej
stronie nieznane rozwiazanie doktadne w(z). Oznacza to, ze nie jesteSmy w stanie doktadnie
zmierzyC btedu. Istnieje jednak szereg metod, ktére pozwalaja w przyblizeniu okresli¢ blad
aproksymacji, i to nie tylko globalnie dla catego obszaru, ale lokalnie dla poszczegdlnych ele-
mentéw. Metody te sa podstawa tzw. adaptacyjnej MES, w ktorej na podstawie lokalnego
oszacowania btedu dokonuje si¢ lokalnej modyfikacji siatki (np. zmniejszenia h lub zwieksze-
nia p) 1 kolejno na coraz lepszych siatkach uzyskuje coraz doktadniejsze rozwiazania.

15



