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Sformuhuj zasade zachowania masy dla obszaru obliczeniowego w 2D lub 3D, a nastepnie wyprowadz na
jej podstawie powigzane rownanie rozniczkowe.

Sformuhuj zasade zachowania pedu dla obszaru obliczeniowego w 2D lub 3D, a nastepnie wyprowadZ na
jej podstawie powigzane rownanie rozniczkowe.

Przedstaw i zilustruj graficznie twierdzenie o transporcie Reynoldsa. Jakich typéw opisu zjawisk dotyczy
to twierdzenie?

Przedstaw i zilustruj graficznie twierdzenie o dywergencji (w roznych kontekstach znane takze jako
twierdzenia Greena-Gaussa-Ostrogradskiego).

Scharakteryzuj dwa podstawowe typy opisu zachowania osrodka odksztalcalnego: Eulera i Lagrange'a.
Przedstaw zasade zachowania masy w postaci catkowej dla kazdego z opisow.

Podaj wektorowq forme zasad zachowania dla przeptywow $cisliwych (réwnan Naviera-Stokesa). Podaj
jakie sa niewiadome, dla ktorych formulowane sa zasady zachowania (szczegétowe wzory na strumienie
zwigzane z niewiadomymi nie sg istotne — istotna jest natomiast idea zasad zachowania i ich powigzanie z
odpowiednimi strumieniami).

Omoéw wyrazy wystepujace w rownaniach Naviera-Stokesa dla przeptywow niescisliwych. Jakim
fizycznym zjawiskom i procesom odpowiadaja? Jakie sa zwigzane z nimi podstawowe zaleznosci (prawa
zachowania i rownania konstytutywne).

Scharakteryzuj podstawowe typy warunkow brzegowych dla réwnan Naviera-Stokesa przeptywow
niescisliwych.

Oméw wyrazy wystepujace w rGwnaniu wymiany ciepta (niestacjonarnym z uwzglednieniem konwekcji).
Jakim fizycznym zjawiskom i procesom odpowiadaja? Jakie sa zwigzane z nimi podstawowe zaleznosci
(prawa zachowania i rownania konstytutywne). Jakiego typu jest to rownanie rozniczkowe w ogélnosci i
w szczegolnych przypadkach (brak konwekcji, zadanie stacjonarne, itp.)?

Scharakteryzuj podstawowe typy warunkow brzegowych dla réwnania wymiany ciepla (stacjonarnego i
niestacjonarnego, bez uwzglednienia konwekcji i z uwzglednieniem konwekcji).

Podaj og6lng postac i krétko scharakteryzuj wiasciwosci rownan rézniczkowych czastkowych drugiego
rzedu typu eliptycznego. Przedstaw przyklady dla wybranych probleméw fizycznych.

Podaj ogolna postac i krdotko scharakteryzuj wiasciwosci rownan rézniczkowych czastkowych drugiego
rzedu typu parabolicznego. Przedstaw przyktady dla wybranych probleméw fizycznych.

Podaj og6lng postac i krétko scharakteryzuj wiasciwosci rownan rézniczkowych czastkowych drugiego
rzedu typu hiperbolicznego. Przedstaw przyklady dla wybranych problemow fizycznych.
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Podaj warunki istnienia i jednoznacznosci rozwigzan (w szczego6lnosci mozliwe i wymagane warunki
brzegowe) dla problemow brzegowych typu eliptycznego. Dla konkretnej postaci réwnania (np. problem
Poissona lub rownanie transferu ciepta) podaj przyktadowe wzory warunkéw brzegowych.

Podaj warunki istnienia i jednoznacznosci rozwigzan (w szczegolnoSci mozliwe i wymagane warunki
brzegowe) dla probleméw poczatkowo-brzegowych typu parabolicznego. Dla konkretnej postaci rownania
(np. niestacjonarny transfer ciepla bez konwekcji) podaj przykltadowe wzory warunkow brzegowych.

Podaj warunki istnienia i jednoznacznosci rozwigzan (w szczeg6lnosci mozliwe i wymagane warunki
brzegowe) dla problem6éw poczatkowo-brzegowych konwekcji-dyfuzji. Dla konkretnej postaci rownania
(np. rownanie czystej konwekcji lub niestacjonarny transfer ciepta z konwekcja ) podaj przyktadowe
wzory warunkow brzegowych.

Dla niestacjonarnego réwnania czystej konwekcji (adwekcji) pokaz, ze sprowadza sie ono do warunku dla
pochodnej w kierunku zwigzanym z predkoS$cig unoszenia. Zilustruj przeptyw dla rownania jednorodnego
w obszarze 1D, statego pola predkosci unoszenia i zadanego poczatkowego rozktadu unoszonej
niewiadomej, reprezentujacej pewna wielkos¢ fizyczna.

Przedstaw rownanie stacjonarnego zagadnienia konwekcji-dyfuzji dla zmiennej skalarnej w obszarze
jednowymiarowym z warunkami brzegowymi Dirichleta. Omoéw charakter rozwigzania dla przypadku
dominujacej dyfuzji i dominujacej konwekcji.

Omoéw proces bezposredniego rozwigzywania wielkich rzadkich uktadéw réwnan liniowych,
powstajacych przy dyskretyzacji zagadnien eliptycznych (np. metoda elementow skonczonych), za
pomoca wariantow metody Gaussa (np. dekompozycji LU). Wskaz jakie sa kluczowe czynniki decydujace
o ztozonosci obliczeniowej algorytméw i sposoby jej redukcji

Omow proces iteracyjnego rozwigzywania wielkich rzadkich uktadéw réwnan liniowych, powstajacych
przy aproksymacji zagadnien eliptycznych, np. metoda elementéw skonczonych. Podaj przyklady metod
iteracyjnych i wybrane algorytmy (np. dla metod iteracji prostej — Jacobiego i Gaussa-Seidla).

Czym jest poprawa uwarunkowania macierzy uktadu rownan liniowych (preconditionning). Dla jakich
metod iteracyjnych jest ona stosowana, do jakiego celu zmierza i w jaki sposéb jest realizowana (podaj
przyklad metody poprawy uwarunkowania macierzy uktadu)?

Podaj wzory dla metody Picarda rozwigzywania uktadéw réwnan nieliniowych o postaci: A(U)U=b,
powstajacych przy aproksymacji zagadnien eliptycznych metoda elementéw skonczonych (jako
szczeg6lny przypadek zastosowania iteracji Picarda dla rownania x=g(x) ).

Zilustruj graficznie proces zbieznosci metody Newtona dla nieliniowego rownania jednej zmiennej f(x)=0.
Podaj wzory charakterystyczne dla metody w tym przypadku.
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Podaj jakie warunki powinna spetnia¢ dyskretyzacja obszaru na komorki, elementy lub tp.. Jak mozna
zdefiniowac i jak zachowuje sie btad dyskretyzacji obszaru.

Scharakteryzuj réznice miedzy siatkami strukturalnymi i niestrukturalnymi. Podaj wady i zalety kazdego z
typow. Z jakimi metodami dyskretyzacji rownan rézniczkowych czastkowych zwigzane sa rézne typy
siatek?

Podaj i graficznie zilustruj 3 przykladowe normy w przestrzeni funkcji na odcinku [0,1]

Pokaz jak wyglada interpolacja funkcji za pomoca wielomiandw i funkcji kawatkami wielomianowych.
Jak zachowuje sie blad interpolacji, podaj oszacowanie btedu dla interpolacji kawatkami wielomianowej,
dla réznych stopni wielomian6w.

Wyprowad? kilka przykladowych wzoréw réznicowych dla pierwszej pochodnej funkcji korzystajac z
rozwiniecia w szereg Taylora, ktore uzywa wartosci funkcji w punktach odleglych o h wzdhiz osi x.
Okresl rzad wielko$ci btedu uzyskanej aproksymacji pierwszej pochodnej funkcji.

Wyprowadz dowolny wzoér roznicowy dla drugiej pochodnej funkcji korzystajac z wartosci funkcji w
punktach odlegltych o h wzdhuz osi x.

Przedstaw przykiad zastosowania dyskretyzacji metoda roznic skonczonych dla zadanego eliptycznego
réwnania rozniczkowego w dwuwymiarowym obszarze przestrzennym (np. problemu Poissona). Czym
jest tzw. szablon (stencil), jakie jest jego znaczenie w procesie rozwiazywania ukladu réwnan liniowych
zwigzanego z dyskretyzacja?

Przedstaw przyklad zastosowania jawnej dyskretyzacji metoda réznic skonczonych dla zadanego
parabolicznego niestacjonarnego rdwnania rézniczkowego czastkowego z jednowymiarowym obszarem
przestrzennym (np. niestacjonarnego transferu ciepta w precie). Czym jest tzw. szablon (stencil), jakie jest
jego znaczenie w procesie rozwigzywania uktadu rownan liniowych zwigzanego z dyskretyzacjq?

. Przedstaw przyklad zastosowania niejawnej dyskretyzacji metoda roznic skonczonych dla zadanego

hiperbolicznego niestacjonarnego réwnania rézniczkowego czastkowego z jednowymiarowym obszarem
przestrzennym (np. najprostszego zadania czystej konwekcji du/dt+v*du/dx=0). Czym jest tzw. szablon
(stencil), jakie jest jego znaczenie w procesie rozwigzywania uktadu rownan liniowych zwigzanego z
dyskretyzacja?

Czym jest rzad metody aproksymacji (dyskretyzacji). Podaj przyklad: schematu r6znicowego
aproksymacji réwnania rézniczkowego zwyczajnego liniowego rzedu pierwszego du/dt = f( t, u) z
doktadnoscia rzedu pierwszego oraz schematu rzedu drugiego.

Podaj przyklad jawnej i niejawnej aproksymacji metoda réznic skonczonych problemu wymiany ciepta
zaleznego od czasu w jednym wymiarze przestrzennym (bez konwekcji). Jakie sq podstawowe roznice, z
obliczeniowego punktu widzenia, pomiedzy metodami aproksymacji jawnymi i niejawnymi?

Scharakteryzuj tzw. metode a-dyskretyzacji rownan roézniczkowych zwyczajnych. Omow, w szczegélnosci
pod katem doktadnosci i stabilnoSci, trzy podstawowe warianty metody: jawng metode Eulera, niejawng
metode Eulera i metode Cranka-Nicolson,.
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Czym jest upwinding przy dyskretyzacji rownan rézniczkowych czystej konwekcji lub z dominujaca
konwekcja? Jakim trudnosciom przy dyskretyzacji zapobiega? Podaj przyktadowy schemat stosujacy
upwinding dla zadania czystej konwekcji w jednym wymiarze przestrzennym.

Czym jest liczba CFL? Jakie jest jej znaczenie przy dyskretyzacji problemdow zaleznych od czasu z
dominujacq konwekcja, w szczegblnosci metodami jawnymi?

Przedstaw idee metody objetosci skonczonych, np. dla wektorowej lub skalarnej postaci wybranego prawa
zachowania — jakie sg podstawowe zasady (dyskretyzacja obszaru i réwnan) oraz dodatkowe techniki w
praktycznych obliczeniach.

Czym jest spojnosc (consistency) metody dyskretyzacji?Jak brzmi podstawowe twierdzenie analizy
numerycznej? Podaj przyklad spojnej i niespojnej metody dyskretyzacji (np. dla réwnania czystej
konwekcji przedstaw dyskretyzacje bez i z sztuczng lepkos$cia - metoda réznic skonczonych lub
elementow skonczonych).

Na czym polega stabilno$¢ metody dyskretyzacji rownan rézniczkowych czastkowych? Czym rozni sie
stabilno$¢ wzgledna od bezwzglednej? W przypadku jakich typéw zagadnien czesto pojawiaja sie
problemy ze stabilno$cig aproksymacji? Podaj przyktad bezwzglednie stabilnej metody dyskretyzacji
rownan rozniczkowych zwyczajnych pierwszego rzedu.

Przedstaw zalozenia dyskretyzacji niestacjonarnych zagadnienn konwekcji-dyfuzji metoda linii. Jaka jest
zakladana postac¢ funkcji niewiadomej i jej pochodnych?

Omoéw proces dyskretyzacji metoda linii, wykorzystujacy specjalng postac¢ funkcji aproksymujacej, dla
wybranego zagadnienia niestacjonarnego (np. czystej konwekcji). Podaj sformutowanie stabe MES
uzyskiwane w pierwszym etapie dyskretyzacji.

Przedstaw proces przeksztalcenia niestacjonarnego rownania rozniczkowego czastkowego czystej
konwekcji w uklad rownan rézniczkowych zwyczajnych w metodzie linii. Jakie sq zwyczajowe nazwy
macierzy wspotczynnikow w tym ukladzie?

Kiedy stosowana jest metoda catkowania w czasie w celu rozwigzania zadan stacjonarnych? W jaki
sposob przebiega proces aproksymacji? Jakie sa wady i zalety metod jawnych i niejawnych dyskretyzacji
czasowej uzytych w takiej sytuacji?

Na czym polega stabilizacja przy dyskretyzacji metoda elementéw skoniczonych stacjonarnych rownan
konwekcji-dyfuzji z dominujaca konwekcja? W jaki sposéb mozna osiggnac¢ spojnosc¢ dyskretyzacji ze
stabilizacja? Omow pogladowo stabilizacje SUPG.

Zdefiniuj elementowa liczbe Pecleta dla dyskretyzacji zagadnien stacjonarnych konwekcji-dyfuzji. Jaki
wplyw ma ona na stabilno$¢ rozwiazan? Naszkicuj krzywe zbieznosci aproksymacji MES dla
stacjonarnego zadania konwekcji-dyfuzji w 1D w zaleznosci od liczby Pecleta.

Scharakteryzuj wlasnosc¢ najlepszej aproksymacji (best aproximation property) dla rozwiazan
uzyskiwanych metoda elementow skonczonych (podaj zwigzany z nig wzor charakteryzujacy btad
aproksymacji MES). W jaki sposéb jest ona wykorzystywana do uzyskania oszacowania a priori btedu
MES?
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Podaj ogolny wzor oszacowania a priori btedu aproksymacji MES. Jakie wynikaja z niego wnioski,
pozwalajace uzyskiwac bardziej doktadne rozwigzania?

Przedstaw wykresy zbieznosci dla aproksymacji probleméw eliptycznych metoda elementéw skonczonych
z funkcjami ksztalttu bedacymi wielomianami stopnia p.

Scharakteryzuj rézne typy adaptacji MES. Jak przebiega proces uzyskiwania rozwigzania z uzyciem
adaptacji dla zadan eliptycznych?

Scharakteryzuj rézne typy adaptacji MES. Jak przebiega proces uzyskiwania rozwigzania z uzyciem
adaptacji dla zadan zaleznych od czasu?

Czym jest osobliwo$¢ rozwigzania? W jaki sposdb przebiega modelowanie adaptacyjne dla zagadnien

osobliwych? W jaki sposéb mozna przyspieszy¢ uzyskiwanie doktadnych wynikow?

Omow rézne typy bledow pojawiajacych sie w modelowaniu matematycznym i numerycznym zagadnien
opisywanych réwnaniami rézniczkowymi. W jaki spos6b mozna minimalizowac¢ kazdy z rodzajow btedu?

Majac sformutowanie stabe dla problemu brzegowego z warunkiem Dirichleta (np. problemu Poissona lub
problemu stacjonarnego transferu ciepta bez konwekcji), uzupetnij je w przypadku dodania warunku
brzegowego Neumanna (Robina)

Dla zadanego problemu brzegowego z warunkiem Dirichleta (np. problemu Poissona lub problemu
stacjonarnego transferu ciepta bez konwekcji) wyprowadz sformutowanie stabe.

W jaki sposéb uwzgledniane sa warunki brzegowe Dirichleta w sformutowaniu stabym. Podaj przyktad
problemu brzegowego z warunkiem Dirichleta (np. problemu Poissona lub problemu stacjonarnego
transferu ciepta bez konwekcji) wraz z odpowiadajagcym mu sformutowaniem stabym (zwrd¢ szczegolna
uwage na definicje przestrzeni funkcyjnych w sformutowaniu).

Oméw metode funkcji kary (w postaci warunku Robina z odpowiednimi wspétczynnikami), jako sposob
wymuszania spelnienia warunkéw brzegowych Dirichleta w symulacjach MES.

Dla zadanej postaci sformutowania stabego (np. dla niestacjonarnego transferu ciepta z konwekcja) wskaz
cztony zwigzane z réznymi typami wyrazen w sformutowaniu analitycznym (np. cztony zwigzane z
pochodna czasowa, z dyfuzja, konwekcja, itp.; pomin wyrazenia zwigzane z warunkami brzegowymi) i
omoOw ich wplyw na rozwigzanie doktadne oraz na techniki i efekt dyskretyzacji.
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Jakie sg warunki poprawnej dyskretyzacji (triangulacji) obszaru obliczeniowego w MES. Jakie
geometryczne warunki powinny spetniac¢ elementy skonczone. Oméw podstawowe typy elementow
stosowane do triangulacji obszarow w 1D, 2D, 3D. Podaj ich wady i zalety.

Zilustruj podstawowe typy geometrii elementow skonczonych w 1D, 2D, 3D. W jaki sposob geometria
elementu jest definiowana na podstawie tzw. elementu odniesienia (referencyjnego)?

Zilustruj funkcje ksztattu Lagrange'a pierwszego stopnia dla elementéw odniesienia: trojkatnego i
prostokatnego.

Zilustruj funkcje ksztattu Lagrange'a drugiego stopnia dla elementu odniesienia bedacego prostokatem.

Zilustruj funkcje ksztattu Lagrange'a drugiego stopnia dla elementu odniesienia bedacego trojkatem.

Poréwnaj konstrukcje funkcji bazowych w obszarze 1D dla aproksymacji drugiego stopnia w przypadku
uzycia wielomianéw Lagrange'a i hierarchicznych funkcji ksztattu. Jakie sa wady/zalety uzycia funkcji
ksztattu kazdego z typow.

Przedstaw proces interpolacji dowolnej zadanej funkcji w obszarze 1D za pomoca funkcji z przestrzeni
MES rozpietej na funkcjach bazowych, w przypadku konstrukcji funkcji bazowych na podstawie
hierarchicznych funkcji ksztattu, bedacych wielomianami drugiego stopnia.

Przedstaw proces interpolacji dowolnej zadanej funkcji w obszarze 1D za pomoca funkcji z przestrzeni
MES rozpietej na funkcjach bazowych, w przypadku konstrukcji funkcji bazowych na podstawie funkcji
ksztattu, bedacych wielomianami Lagrange'a pierwszego stopnia

Przedstaw proces interpolacji dowolnej zadanej funkcji w obszarze 1D za pomoca funkcji z przestrzeni
MES rozpietej na funkcjach bazowych, w przypadku konstrukcji funkcji bazowych na podstawie funkcji
ksztattu, bedacych wielomianami Lagrange'a drugiego stopnia

Przedstaw proces konstrukcji dowolnej funkcji w przestrzeni MES dla obszaru 1D jako kombinacji
liniowej funkcji bazowych w przypadku uzycia funkcji ksztattu bedacych wielomianami Lagrange'a
drugiego stopnia

Przedstaw proces konstrukcji dowolnej funkcji w przestrzeni MES dla obszaru 1D jako kombinacji
liniowej funkcji bazowych w przypadku uzycia hierarchicznych funkcji ksztattu bedacych wielomianami
drugiego stopnia

Dla zadanej siatki i postaci aproksymacji MES (rzad oraz typ — Lagrange'a lub hierarchiczny) przedstaw
strukture (wyrazow niezerowych) globalnej macierzy uktadu réwnan (macierzy sztywnos$ci). W jaki
sposob mozna zmieni¢ strukture wyrazow niezerowych macierzy? W jakim przypadku zmiana struktury
ma istotne znaczenie w procesie uzyskiwania rozwigzania (w szczegélnosci dla czasu obliczen)?
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Dla zadanej siatki i postaci aproksymacji MES (rzad oraz typ — Lagrange'a lub hierarchiczny) podaj
strukture lokalnej macierzy sztywnosci dla pojedynczego elementu i schemat jej agregacji do globalnego
uktadu réwnan liniowych.

Majac zadane sformutowanie stabe przedstaw jakie catki beda obliczane dla pojedynczego elementu
podczas tworzenia elementowej macierzy sztywnosci.

Przedstaw proces catkowania numerycznego z wykorzystaniem elementu odniesienia. Podaj graficzng
ilustracje procesu dla przyktadu siatki 2D z kilkoma elementami.

Majac zadane sformutowanie stabe (catkowe) MES dokonaj jego transformacji do uktadu rownan
liniowych. Jak wykorzystuje sie fakt, ze rownanie catkowe w sformutowaniu MES jest prawdziwe dla
dowolnej funkcji testujacej?

Czym rézni sie interpolacja MES od aproksymacji MES?



