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Rozdzial 1

Wstep

1.1 Kroétka historia metody elementéw skoriczonych

Metoda elementow skoniczonych (MES) jest typowym przyktadem metody na-
lezacej do nauki o obliczeniach, ktéra bedac poczatkowo metoda obliczeniowa
w konkretnej dziedzinie zastosowan, zyskala pdzniej powszechng akceptacje i
stala sie narzedziem o uniwersalnym zastosowaniu.

Poczatki MES siegaja lat czterdziestych i pie¢dziesiatych XX w., kiedy sto-
sowana byta do okreslania stanu naprezen i odksztalcen w konstrukcjach, naj-
pierw samolotowych, a pozniej takze budowlanych [124, 8]. Termin ,metoda
elementow skoniczonych”! zostal po raz pierwszy uzyty w artykule [55] w roku
1960. W 1967 roku wydany zostal pierwszy, po dzi§ dzienn najpopularniejszy
dzieki kolejnym wydaniom, podrecznik MES [184]. Juz w tym okresie skrysta-
lizowaly sie podstawowe techniki obliczeniowe MES, takie jak aproksymacja
geometrii obszaréw obliczeniowych, catkowanie numeryczne czy specjalne me-
tody agregacji macierzy sztywnosci i rozwigzywania ukladéw réwnani liniowych.

W latach sze$édziesiatych XX w. nastgpit szybki rozwdj matematyczne;j
teorii MES. Wykorzystano wczesniejsze prace dotyczgce metod aproksymacji
Ritza i Galerkina, a takze aproksymacji kawatkami liniowej czy wielomiano-
wej. Te wczesniejsze prace matematyczne (por. np. [58|) rozwijane byly poza
kontekstem MES, jako metody o praktycznej komputerowej realizacji. Do-
piero lata sze$édziesiate zaczely przynosi¢ dowody zbieznosci i oszacowania

! Angielski termin the finite element method jest w polskiej literaturze ttumaczony dwo-
jako: w analizie numerycznej uzywa sie formy ,metoda elementu skonczonego” (wiernie
oddajacej tres¢ angielska), w naukach inzynierskich przyjelo sie stosowaé nazwe ,metoda
elementow skonczonych”. Ta druga forma, nawiazujaca do tytutu polskiego tltumaczenia kla-
sycznego podrecznika Zienkiewicza [183], jest konsekwentnie stosowana w niniejszej pracy.
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a priori btedu aproksymacji dla praktycznych przyblizeni skoriczenie elemen-
towych. Dalszy rozw6j podstaw matematycznych metody elementéw skoni-
czonych doprowadzit w latach siedemdziesiatych i osiemdziesiatych ubiegtego
wieku do popularyzacji MES jako bardzo ogblnego narzedzia aproksymacji
szerokiej klasy zagadnieri brzegowych i poczatkowo-brzegowych w wielu dzie-
dzinach fizyki i techniki [100, 101, 126].

Istotnym elementem rozwoju matematycznej teorii MES byto opracowanie,
poczawszy od lat osiemdziesiatych XX w., technik szacowania btedu aproksy-
magcji na podstawie uzyskanego rozwigzania przyblizonego, tak zwanego sza-
cowania a posteriori [10]. Wraz z metodami szacowania bledu wprowadzono
techniki adaptacji, prowadzace do optymalizacji procesu aproksymacji — re-
dukcji btedu jak najmniejszym kosztem obliczeniowym [9]. Strategia adaptacji
zawsze polega na rozwigzaniu zadania na zgrubnej siatce poczatkowej, a na-
stepnie na odpowiednio ukierunkowanej zmianie parametréw decydujacych o
bledzie. Rozwijane techniki obejmowaly adaptacje typu: r — przesuwanie we-
zlow siatki MES, h — lokalne zmniejszanie rozmiaru elementéw, p — lokalne
zwiekszanie stopnia aproksymacji, i w koricu, najbardziej ztozona, hp — kombi-
nacje dwoch poprzednich. Adaptacja typu hp, cho¢ w teorii najbardziej efek-
tywna (jedyna dajaca eksponencjalng redukcje btedu aproksymacji w funkcji
liczby stopni swobody [11]), ze wzgledu na swa ztozonos¢ nie zyskata szerokiej
akceptacji. Do jej rozwoju przyczyniaja sie ostatnio prace nad automatyczng
adaptacja hp [62], ktora zdejmuje z uzytkownika ciezar obliczania oszacowania
bledu i wyboru strategii adaptacji. Technika ta jest ztozona w programowaniu.
Jednym z celow badan przedstawianych w niniejszej ksiazce jest opracowanie
architektury programéow MES, dla ktorej implementacja adaptacji typu hp by-
taby utatwiona.

Adaptacyjna metoda elementéw skonczonych, mimo sukcesow w wielu dzie-
dzinach, takich jak np. mechanika plynéw czy statyczne zagadnienia teorii
sprezystosci, w pewnych obszarach zastosowan nie przyniosta spodziewanych
efektow 1 nie zyskata popularnosci. Przyktadami takich obszaréw sa: dynamika
konstrukeji, gdzie stosowanie adaptacji moze zaburzaé przebieg symulowanych
proceséw, czy symulacje przepltywoéw z reakcjami chemicznymi, gdzie wyma-
gane jest lokalne przestrzeganie praw zachowania.

Zagadnienie poszerzania obszaru zastosowan adaptacyjnej MES nie jest roz-
wazane w niniejszej pracy. Omawiane jest jej praktyczne wykorzystanie, tacz-
nie z rownolegla implementacja komputerowa, w dziedzinach, w ktérych teore-
tyczne i praktyczne zyski z jej zastosowania przesadzaja o optacalnosci uzycia.
Do dziedzin takich nalezg dynamika gazéw i ogblne problemy eliptyczne, z
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ktorych czerpane sa przykltady ilustrujace omawiane zagadnienia teoretyczne.
W ksiazce rozwazane sa algorytmy i techniki implementacji wykorzystywane w
tych wtasnie dziedzinach. Jednak mimo pozostawienia wielu metod i rozwigzan
poza obszarem analiz pracy, jednym z jej celow jest prezentacja algorytmoéw i
sposobow realizacji obliczenn o mozliwie uniwersalnym charakterze.

Im bardziej metoda elementéw skoiiczonych staje sie wyrafinowana i im
potezniejsze komputery dostepne sa badaczom, tym trudniejsze problemy pro-
buje sie rozwiazaé¢ za jej pomoca [126, 41]. Charakterystyczne dla ostatnich
lat potaczenie wzrastajacej ztozonosci rozwiazywanych probleméw, stosowa-
nia wyrafinowanej aproksymacji oraz komplikacji niesionych przez réwnolegle i
rozproszone wykonanie programéw, powoduje zwiekszenie zainteresowania im-
plementacyjnymi aspektami MES. Od lat dziewiec¢dziesiatych ubiegtego wieku
pojawiaja sie prace poswieconych stronie informatycznej MES. Badania nad
efektywna, tak z punktu widzenia tworzenia oprogramowania, jak i jego wyko-
nania, realizacja MES stanowia dzi§ odrebny i istotny kierunek rozwoju MES
oraz nauk obliczeniowych. Nalezy tu wymieni¢, poza licznymi publikacjami
w czasopismach, takze wydania specjalne czasopism |72, 132|, publikacje zbio-
rowe |6, 108| czy odrebne sesje konferencyjne [116, 59|. Nacisk kladziony po-
czatkowo na wykonanie rownolegte, jako najistotniejszy informatyczny aspekt
MES, ustepuje w ostatnich latach bardziej ogblnej i ztozonej wizji, w ramach
ktorej efektywnosé realizacji réwnoleglej jest tylko jednym z wielu kryteriow
informatycznych, spetienia ktérych wymaga sie od programéw MES.

1.2 Notacja

W pracy wykorzystanych jest kilka konwencji dotyczacych oznaczeri:

e liczby skalarne pisane sa czcionka normalna, wektory i macierze (takze
funkcje wektorowe i macierzowe) pogrubiona, wektory mala litera, ma-
cierze wielka,

e wektory i macierze o malej liczbie wyrazéow (zwiazanych z réznymi kie-
runkami w przestrzeni geometrycznej lub z wektorowym charakterem
rozwiazywanych rownan rozniczkowych) pisane sa czcionka pochyla, wek-
tory i macierze algebraiczne o duzej liczbie wyrazéw, zwiazane z rozwia-
zywanymi uktadami réwnan liniowych, pisane sa czcionka normalna,

e pojedyncze sktadowe wektoréw i elementy macierzy pisane sa czcionka
normalna (zawsze pochyta), dla odroznienia od wariantéw i podblokow
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zwiazanych z wektorami i macierzami, ktére pisane sa czcionka pogru-
biona (pochyta lub normalna, zaleznie od czcionki podstawowego wektora
czy macierzy),

e ()T oznacza transpozycje wektora lub macierzy, np. u”,

e iloczyn skalarny oznaczany jest symbolem ,,-”, u - u = u’ u,

e pochodne czastkowe po czasie i kierunkach przestrzennych zapisywane sa

z uzyciem przecinka: ; = %, = %,
K3

)

e powtorzone indeksy oznaczajg zastosowanie konwencji sumacyjnej Ein-

; — I ] 2 _ 3 Ouy
steina, np. uiu; = U - U= U7, Ui = ) i=1 g, -

)

Prezentowane algorytmy zapisane sa przy uzyciu intuicyjnie, w intencji,
zrozumiatego pseudokodu. Operacje opisywane sg stownie i/lub stosujac Scista
notacje podstawieri i wywolan. Réznice weieé zawsze oznaczaja rézne poziomy
zaglebieni petli i blokow warunkowych algorytméw. Znak ,,/” na koncu linii
oznacza, ze jest ona kontynuowana w linii nastepne;j.

Wykaz podstawowych symboli stosowanych w pracy znajduje sie w Dodatku
A (pomini¢te sa symbole uzyte jednorazowo, objasniane w miejscu zastosowa-
nia).



Rozdzial 2

Algorytmy obliczen metoda
elementow skonczonych

Podstawowe rownania wiekszosci dziedzin fizyki i techniki (np. réwnania
Maxwella dla elektromagnetyzmu, Naviera-Stokesa dla mechaniki ptynéw, réw-
nania teorii sprezystosci, rownania Schrodingera dla mechaniki kwantowe;j)
maja postaé stacjonarnych lub niestacjonarnych réwnan rézniczkowych czast-
kowych. Metoda elementéw skoriczonych jest stosowana do ich dyskretyzacji
albo jako wytaczna technika, albo jako element szerszej metodologii.

Niniejszy rozdzial przedstawia podstawowe algorytmy wykorzystywane przy
aproksymacji powyzszych réwnan, ze szczegdlnym uwzglednieniem elementéw
specyficznych dla dyskretyzacji MES i decydujacych o wydajnosci obliczen dla
probleméw wielkiej skali.

2.1 Zagadnienia modelowe

Do zilustrowania dziatania analizowanych i testowanych w dalszych czesciach
pracy algorytméw i metod numerycznych wykorzystane sa dwa konkretne przy-
ktady zagadnienn rézniczkowych. Jednym z nich sg rownania Eulera opisu-
jace przeptywy idealnych gazow $cisliwych, drugim, problem czystej dyfuzji
— 0g0lne zagadnienie eliptyczne w postaci rownania Laplace’a w prostym ob-
szarze obliczeniowym. Pierwszy problem pojawiaé sie bedzie przy omawianiu
technik klasycznej dyskretyzacji MES, drugi ilustrowaé¢ bedzie zastosowanie
nieciaglej dyskretyzacji Galerkina.
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2.1.1 Réwnania Eulera dynamiki gazéw $Scisliwych

Roéwnania FEulera dla przepltywéw nielepkich gazow $cisliwych cechuja sie silng
nieliniowoscia i wysoka niestabilnoscia, zwiazana miedzy innymi z wystepowa-
niem fal uderzeniowych, oraz zmiennym, z matematycznego punktu widzenia,
charakterem. Rownania stacjonarne majg charakter eliptyczny w przypadku
liczb Macha! mniejszych od jeden (przeptywy poddzwiekowe) oraz hiperbo-
liczny dla liczb Macha wiekszych od jeden (przepltywy naddzwickowe). Dla
przepltywéw okolodzwiekowych wystepuja obszary eliptyczne i hiperboliczne.
Przy uwzglednieniu niestacjonarnosci réwnania staja sie rownaniami hiperbo-
licznymi.

Mimo tak ztozonego charakteru, réwnania Eulera mozna przedstawi¢ w pro-
stej postaci, przez co dobrze nadaja sie do ilustracji omawianych zagadnien
dyskretyzacji. Zapisane w postaci zachowawczej wygladaja nastepujaco:

w(x,t) + fr(u); =0 (2.1)
gdzie u = (p, pvj, pe)T oznacza wektor zmiennych zachowawczych (gestosé,
przestrzenne sktadowe pedu, energia caltkowita), a f}f = (pvi, pvivj + pdjj,
(pe + p)v;)T jest wektorem strumieni eulerowskich (p — cignienie, v; — i-ta
sktadowa predkosci).

Metody dyskretyzacji rownan Eulera wykorzystywane sa bezposrednio w za-
gadnieniach, dla ktérych oferowana przez model idealnego gazu nielepkiego do-
ktadnosé jest wystarczajaca (np. optywy wokot profili lotniczych bez uwzgled-
nienia warstwy przysciennej), a takze sa podstawa metod dyskretyzacji dla
bardziej ztozonych modeli, takich jak np. réwnania Naviera-Stokesa, opisujace
przeptywy gazoéw z uwzglednieniem lepkosci.

2.1.2 Liniowe zagadnienie dyfuzji — ré6wnanie Laplace’a

Przyktadowym zagadnieniem dyfuzji jest skalarne rownanie Laplace’a:
Au = Aueyx (2.2)
z warunkiem brzegowym Dirichleta wzietym z rozwiazania dokladnego:

Uex = exp (% —y* —2?) (2.3)

'Liczba Macha jest definiowana jako lokalny, w danym punkcie przestrzeni, stosunek
predkosci gazu v do predkosé dzwieku ¢, M = v/c. Przy charakteryzowaniu zadan optywu
stacjonarnych profili lotniczych (wykorzystywanych jako zadania przyktadowe w niniejszej
pracy) stosuje sie liczbe Macha w punktach z dala od profili, w niezaburzonej strudze gazu.
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Obszarem obliczeniowym jest jednostkowy szescian [0, 1] x [0, 1] x [0, 1]. Znajo-
mos¢ rozwigzania dokltadnego jest wykorzystywana do oceny jakosci aproksy-
macji.

Mimo swojej prostoty powyzsze zagadnienie ma istotne znaczenie zaréwno
praktyczne, jako model wielu zjawisk fizycznych, jak i bardziej teoretyczne,
jako podstawa wielu twierdzenn dotyczacych metod aproksymacji, czy jako
punkt wyjscia analiz dotyczacych bardziej ztozonych, choé¢ zblizonych proble-
moéw (np. problemy liniowej teorii sprezystosci czy nieliniowe réwnania poten-
cjatu).

2.2 Dyskretyzacja czasowa

Nieliniowe, zalezne od czasu réwnania rézniczkowe sg najbardziej ztozona
formg rownan dyskretyzowanych przy uzyciu metodologii, w sktad ktérych
wchodzi metoda elementéw skonczonych. W przypadku probleméw sprzezo-
nych zagadnienie moze sklada¢ si¢ z szeregu uktadéw takich réownarn. Nie-
zaleznie od catosciowej strategii rozwigzywania, konieczna jest dyskretyzacja
czasowa i przestrzenna pojedynczego, w ogdlnym przypadku wektorowego, row-
nania.

W rozwazanych w pracy strategiach, jako metoda dyskretyzacji przestrzen-
nej zawsze stosowana jest metoda elementéw skoniczonych. Moze ona by¢ ta-
czona z roznorodnymi metodami dyskretyzacji czasowej [43, 32].

Z punktu widzenia MES i obliczeri wielkiej skali jedynym istotnym kryte-
rium oceny metod dyskretyzacji czasowej jest liczba i charakter generowanych
probleméw przestrzennych. Czynnikiem, ktéry wplywa na liczbe problemdw
jest wybor schematu catkowania (jawny lub niejawny, wyzszego lub nizszego
rzedu). Wyzszy rzad metody oznacza wigksza doktadnosé, ale zazwyczaj zwiek-
szone nakltady obliczeniowe w pojedynczym kroku czasowym. Dhugosé kroku
czasowego zalezy od cech symulowanego zjawiska i stabilnosci schematu cal-
kowania. Celem specjalnych technik adaptacji dtugosci kroku czasowego jest
przeprowadzenie catosci symulacji przy jak najmniejszej liczbie rozwigzywa-
nych problemoéw [168].

2.2.1 Metody jedno- i wielokrokowe

W literaturze dotyczacej metod dyskretyzacji czasowej wiele miejsca zajmuja
metody wielokrokowe (multi-step), ktore dla aproksymacji w kolejnej chwili
wykorzystuja rozwiazania z kilku chwil poprzednich. Aby stosowaé¢ metody
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wielokrokowe, konieczne jest uzycie tej samej dyskretyzacji przestrzennej w
roznych krokach czasowych.

7 tej przyczyny adaptacyjna MES nie nadaje sie do laczenia z metodami
wielokrokowymi. Stosowana metodologia polega na uzyciu metod jednokroko-
wych (single-step), wykorzystujacych tylko rozwiazanie z chwili poprzednie;j.
Zastosowanie adaptacji potaczone jest z dokonaniem interpolacji lub projekcji
rozwigzania na siatke zaadaptowana. To nowe rozwiazanie staje sie punktem
wyjscia dla obliczenn w nastepnym kroku czasowym. W kazdym kroku roz-
wiazuje si¢ pojedynczy problem lub, w przypadku metod wielostopniowych
(multi-stage), kilka probleméw przestrzennych.

Zasadniczym podzialem w ramach metod jednokrokowych jest podzial na
metody jawne, gdzie szukane rozwiazanie w kolejnej chwili pojawia sie w sfor-
mulowaniu tylko w operatorze dyskretyzacji czasowej, i metody niejawne, gdzie
szukane rozwiazanie wystepuje takze w innych wyrazach — liniowych badz nie-
liniowych.

2.2.2 Jawne metody dyskretyzacji czasowej

Metody jawne w polaczeniu z dyskretyzacja skonczenie elementowa generuja
uktady réwnan, ktére albo mozna przyblizaé¢ uktadami z macierzami diagonal-
nymi, a wiec nie wymagajacymi rozwigzywania, albo mozna tatwo rozwigzaé
metodami iteracyjnymi, dzieki dominacji wyrazéw na przekatnej gtownej. W
przypadku techniki skupiania wyrazow na przekatnej gtownej (mass lumping),
macierzy uktadu mozna nie tworzy¢ w ogoéle, co prowadzi do oszczednodci takze
pamieci operacyjne;j.

Wada metod jawnych jest wzgledna stabilnos¢ — zaleznosé dtugosci maksy-
malnego dopuszczalnego kroku czasowego od rozmiaru komérek wystepujacych
w dyskretyzacji przestrzennej. Dla adaptacyjnej MES stosowanej w oblicze-
niach wielkiej skali, dla ktérej zmniejszanie rozmiaru elementéw jest podsta-
wowg techniks adaptacji, metody jawne prowadza do istotnego zwiekszenia
naktadéw obliczeniowych, poprzez zwiekszenie liczby krokéw czasowych.

2.2.3 Niejawne metody dyskretyzacji czasowej

Metody niejawne prowadza zawsze do rozwiazania uktadu réwnan. W przy-
padku ukladu réownan nieliniowych istotny jest stopien nieliniowosci, od kto-
rego zalezeé bedzie wydajnosé iteracyjnego algorytmu rozwiazania problemu
nieliniowego. W przypadku uktadu rownai liniowych najwazniejszym kryte-
rium jest to, czy daje sie on rozwiaza¢ metodami iteracyjnymi oraz jaka jest
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szybkosé ich zbieznosci. Zwiekszone, w poréwnaniu z metodami jawnymi, na-
ktady obliczeniowe na rozwigzanie réwnan liniowych réwnowazone sa wicksza
stabilno$cia metod niejawnych, a co za tym idzie, dtuzszym dopuszczalnym
krokiem czasowym. W przypadku adaptacyjnej MES ma to istotne znaczenie.

2.2.4 Porownanie wybranych technik dyskretyzacji czasowej
rownan Eulera

Jako przyktad zaleznosci pojawiajacych sie przy dyskretyzacji czasowej row-
nan niestacjonarnych, przedstawione jest numeryczne poréwnanie kilku metod
zastosowanych do catkowania czasowego rownan Eulera dynamiki gazéw §cisli-
wych (patrz p. 2.1.1).

Sformulowania dyskretne dla wybranych metod calkowania czaso-
wego

Ze wzgledu na hiperboliczny charakter rownan (2.1) zastosowana bezposred-
nio aproksymacja przestrzenna Galerkina prowadzi do niestabilnych rozwigzan
z silnymi oscylacjami. Dlatego tez aproksymacja przestrzenna musi zawieraé
forme stabilizacji rozwigzan. W przedstawionym ponizej sformutowaniu zasto-
sowano stabilizacje w postaci wyrazéw drugiego rzedu ze specjalnie dobranymi
macierzami sztucznej lepkosci K;j(u, Vu) |27, 16]. Wyrazy takie pojawiaja sie
w roznych wariantach metody SUPG [160, 87, 2, 86|, szeroko stosowanej w me-
chanice ptynéw. Sformutowanie stabe, bedace podstawa aproksymacji MES,
uzyskane dzieki standardowym technikom mnozenia rownan (2.1) przez funk-
cje testujace oraz catkowania po obszarze obliczeniowym 2 (z wykorzystaniem
wzoréw na uogodlnione catkowanie przez czesci), ma dla powyzszej stabilizacji
postac:

Zmnajdz taka funkcje w € Vi, aby dla kazdej funkcji testujacej w € V', spet-
nione byto:

/wTu,t—/ wgff]dQ—i—/wa;EnidI‘—i—
Q Q r

+/Qw7TiKiju,de =0 (2.4)
gdzie n jest wektorem jednostkowym, normalnym zewnetrznie wzgledem

brzegu obszaru obliczeniowego I', a V' oznacza przestrzenn funkcji aproksy-
mujacych (dla przyktadéw z dynamiki gazow Scisliwych zawsze bedzie ona
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przyjmowana jako przestrzen funkcji kawalkami liniowych dla zadanej trian-
gulacji). W sformutowaniu (2.4) pominieto szczegdly uwzglednienia warunkow
brzegowych, nieistotne dla doboru schematu aproksymacji czasowej.

W celu ilustracji konsekwencji zastosowania réznych metod dyskretyzacji
czasowej, przedstawione zostanie poréwnanie trzech metod catkowania czaso-
wego: metody jawnej Eulera, metody niejawnej zlinearyzowanej oraz nielinio-
wej niejawnej metody Eulera.

Wszystkie te metody prowadza do sekwencji zagadnien jednokrokowych da-
jacych sie przedstawi¢ w ujednoliconej postaci:

Dla danego w chwili t,, rozwiazania u™ € V', znajdz u"tl € V), w chwili tht1
(tn41 —tn, = At) takie, ze dla kazdej funkeji testujacej w € V', spelnione jest:

1
—/ 'wTu"HdQ—a/ w? FEu" ) dQ +
At Jo Q
—i—a/'wa?(u"H)nidF—kﬁ/ wTiKij(u”“)uT'ldQ =
r Q ’

1
_ —/ wTu”dQ—i—(l—a)/ W £E(u)dO) + (2.5)

At Jo Q
—(1-a) / wT fE (™ )ngdl — (1—8) / w” K i (u")ud)

I—\ Q b 9.

Metody réznig sie wartosciami parametréow « i 8. Dla jawnej metody Eulera
a = 0, 8 = 0, dla metody niejawnej zlinearyzowanej a = 0, 8 = 1, dla
niejawnej metody Fulera o =1, = 1.

Trzy powyzsze sformutowania zostaly uzyskane jako wersje bardzo pro-
stej dyskretyzacji czasowej metoda linii [18]. Okazuje sie jednak, ze sa
one takze szczegbdlnymi przypadkami dla innych technik catkowania czaso-
wego. Metoda niejawna liniowa ma podobna postaé¢ jak metoda Taylora-
-Galerkina [65, 173, 156, 63|, bedaca wersja skornczenie elementowa metody
Laxa-Wendroffa [109]. Jedyna roznica, poza odmienna technika uzyskania
rownari, polega na modyfikacji macierzy regularyzujacych. 7 kolei niejawna
nieliniowa metoda Eulera moze zostaé¢ otrzymana w rezultacie zastosowania
nieciagtej aproksymacji czasowej Galerkina [93, 95, 158|, z kawalkami statymi
funkcjami bazowymi. Sformutowanie (2.5) ze specyficznymi warto$ciami para-
metréw « i 8 moze stanowié przypadek szczegdlny dla szerokiej klasy metod
dyskretyzacji czasowe;j.

W rozwazanym przypadku dyskretyzacji réwnani Eulera poréwnywane me-
tody poddane sa dalszej transformacjii. Dla metody jawnej stosuje sie skupie-
nie wyrazow na przekatnej gtéwnej macierzy uktadu réwnan liniowych. Wpro-
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wadza to dodatkowy blad aproksymacji, jednak pozwala uniknaé rozwiazy-
wania uktadu rownan (wspotczynniki na przekatnej gtownej, jako liniowe, sa
obliczane dla danej siatki tylko raz). W tym wypadku cala procedura rozwiaza-
nia sprowadza sie do numerycznego catkowania i uaktualniania wartosci stopni
swobody w weztach siatki MES. Numeryczne catkowanie dotyczy tylko wek-
tora prawej strony, obejmuje jednak ztozone obliczanie strumieni eulerowskich i
wyrazow stabilizujacych. Schemat jawny dopuszcza kroki czasowe, ktore spet-
niaja warunek Couranta-Friedrichsa-Levy’ego ograniczajacy liczbe CFL [90]:

_ At(c+ |v|)

CFL
h

(2.6)
gdzie: ¢ — predkosé¢ dzwieku, v — predkosé gazu, h — liniowy rozmiar elementu.
W przypadku liniowych probleméw jednowymiarowych liczba CFL dla sche-
matu jawnego FEulera musi by¢é mniejsza od 1. Dla zagadnieni nieliniowych w
ztozonych obszarach wielowymiarowych to ograniczenie jest jeszcze bardziej
restrykcyjne (w praktyce wartosci rzedu 0.2-0.5).

Dla pierwszej wersji metody niejawnej (o« = 0, f = 1) po lewej stronie
uktadu réwnan pozostaja tylko wyrazy regularyzujace. Dazieki temu moz-
liwe jest przeprowadzenie prostej linearyzacji, w ktérej wspotczynniki macie-
rzowe K;; obliczane sg dla znanej funkcji «". Umieszczenie wyrazow drugiego
rzedu po stronie niejawnej powoduje konieczno$é rozwiazania uktadu réwnan.
7 drugiej strony, ten wlasnie zabieg poprawia stabilnos¢ schematu catkowania.
Dla zagadnienn liniowych wielowymiarowych warunek stabilnosci ma postaé
CFL < 1 |61, 146]. Przy krokach czasowych tego rzedu uktad réwnar linio-
wych jest dobrze uwarunkowany, dzieki wystepowaniu ilorazu ﬁ w wyrazach
na przekatnej gtéwnej.

Niejawny nieliniowy schemat Eulera jest jedynym, dla ktérego nie istnieje
ograniczenie dlugosci kroku czasowego [25, 26]. Wymaga on jednak rozwiaza-
nia na kazdym kroku uktadu réwnan nieliniowych. Szczegotom rozwiazywania
uktadéw réwnan nieliniowych poswiecony jest p. 2.3. Kazda z przedstawionych
tam procedur sklada sie z rozwiazania szeregu rownan liniowych, co oznacza
zwielokrotnienie naktadéw obliczeniowych w poréwnaniu ze schematami: jaw-
nym i niejawnym liniowym.

Ocena zlozonosci obliczeniowej algorytmoéw dyskretyzacji czasowej

Pamieciowa ztozonosé obliczeniowa kazdej z metod catkowania czasowego za-
lezy od liczby wektoréw niewiadomych koniecznych do jednoczesnego przecho-
wywania w pamieci operacyjnej. Metody wyzszego rzedu najczesciej wymagaja
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wiekszej liczby przechowywanych wektoréw niz metody nizszego rzedu.

Ztozonos¢ czasowa wynika z sumy kosztéw poszczegdlnych etapow obliczen.
Metody niejawne potrzebuja zblizonej do metod jawnych ilosci czasu na catko-
wanie numeryczne i agregacje (skladanie) macierzy uktadu réwnan liniowych.
Czas rozwiazania uktadu zalezy od uzytej metody. W opisywanych ponizej
eksperymentach zastosowano metode GMRES z popraws uwarunkowania ma-
cierzy poprzez iteracje Gaussa-Seidla (metody te zostang omowione szerzej w
p. 2.7). Dla przedstawianego przypadku adaptacyjnych symulacji przeptywow
wokél dwuwymiarowych profili czas pojedynczej iteracji jest przecietnie kilka
razy krotszy od czasu calkowania numerycznego. Dla metody niejawnej zline-
aryzowanej rozwiazanie uktadu réwnan liniowych wymaga wykonania kilkuna-
stu iteracji. W polaczeniu z mozliwoscia uzycia dtuzszych krokéw czasowych
daje to zblizony do metod jawnych koszt catkowania czasowego, w sensie wy-
maganego naktadu obliczeniowego (czasu CPU) na jednostke czasu symulacji
[13].

Metody nieliniowe maja odmienng charakterystyke od metod liniowych. W
przypadku kiedy fizyka procesu wymusza zastosowanie krotkich krokow cza-
sowych, metody nieliniowe, wymagajace znacznie wiekszych naktadéw obli-
czeniowych w pojedynczym kroku czasowym, sa zdecydowanie wolniejsze od
liniowych. Kiedy jednak symulacja dopuszcza stosowanie krokow, dla ktérych
liczba CFL moze siegaé kilkunastu lub wiecej, ich wydajno$é moze by¢ lepsza
niz metod liniowych.

Ten ostatni przypadek ma miejsce np. w technice kontynuacji w pseudo-
czasie (pseudo-time continuation) [98]. Stosuje sie ja czesto w zagadnieniach
silnie nieliniowych, takich jak réwnania Eulera, dla ktorych zawodza klasyczne
techniki rozwigzywania zagadnien nieliniowych. W metodzie tej do rozwiazy-
wanego zagadnienia stacjonarnego dodaje sie sztuczny czton zalezny od czasu
(wziety np. ze sformutowania niestacjonarnego) i stosuje catkowanie czasowe,
jako sposdb iteracji do stanu ustalonego. Otrzymane na skutek dyskretyzacji
czasowej problemy jednokrokowe charakteryzuja sie stabsza nieliniowo$cia od
zagadnienia pierwotnego (faza zmian chwilowych, transient phase, na Sciezce
od stanu poczatkowego do ustalonego przestaje by¢ czescia pojedynczego pro-
blemu nieliniowego, a zostaje zamieniona na szereg nieliniowych krokéw pseu-
doczasowych). Utatwia to zastosowanie metod iteracyjnych do rozwiazania
powstalych réwnan liniowych.

W technice catkowania pseudoczasowego mozna jeden globalny krok cza-
sowy At zamienié¢ na lokalne kroki At,., obliczane odrebnie dla pojedynczych
weztow i elementow siatki, korzystajac z lokalnych ograniczen liczby CFL (2.6)
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Rys. 2.1. Symulacja naddzwiekowego przeptywu wokot profilu NACA0012: szcze-
gol trzykrotnie zaadaptowanej siatki MES o 14 312 wezlach

[90]. Wprowadza sie wtedy globalny parametr CFL, a lokalne dtugosci kroku
pseudoczasowego oblicza sie z wzoru:

h

Atjge = CFL - ———
¢+ |v|

(2.7)

Mozna takze zrezygnowaé z doktadnego rozwigzywania uktadow réwnan, tak
nieliniowych, jak i liniowych, a jednoczesnie wprowadzi¢ strategie doboru dtu-
gosci krokow czasowych (wartosci parametru CFL) maksymalizujaca szybkosé
zbieznosci [82].
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MIN = .067815023 MAX = 3.176998975 PRZYR. = 100000000

Rys. 2.2. Symulacja naddzwiekowego przeptywu wokot profilu NACA0012: izolinie
liczby Macha dla trzykrotnie zaadaptowanej siatki

Wyniki eksperymentéw numerycznych

Poréwnanie opisanych wyzej metod dyskretyzacji czasowej zaprezentowane jest
dla przyktadu stacjonarnego przeptywu naddzwiekowego wokoét profilu lotni-
czego, oznaczanego symbolicznie jako NACAQ0012 [64]. Zastosowano metode
catkowania pseudoczasowego i zamiane globalnego kroku czasowego na lokalne,
z wykorzystaniem globalnego parametru CFL i wzoru (2.7). Geometrie oply-
wanego profilu wraz z fragmentem siatki wokol niego przedstawia rys. 2.1.
Ostateczne rozwiazanie stacjonarne, do ktorego zbiegaja sie wszystkie opisy-
wane metody, zilustrowano za pomoca izolinii liczby Macha na rys. 2.2. Wi-
doczne sg fale uderzeniowe rozchodzace sie wokoét profilu.

Rysunek 2.3 ilustruje zbieznodé rozwiazan do stanu stacjonarnego dla poro-
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Rys. 2.3. Zbieznos¢ rozwiazan do stanu stacjonarnego (wyrazona za pomoca miary
(2.8)) w trakcie symulacji naddzwiekowego przeptywu wokoét profilu
NACAO0012 z zastosowaniem roznych metod dyskretyzacji czasowej:
Explicit — jawnej, MTG i 2SMTG — niejawnych liniowych, NLE — nie-
jawnej nieliniowe] (szczegdtowy opis w tekscie)

wnywanych metod w zaleznosci od czasu obliczeni. Obliczenia wykonane zo-
staly na procesorze MIPS R10000 (czestotliwosé zegara 180 MHz, wydajnosé
— wg miary SPEC [165]: SPECfp base95 = 14.4, wg miary Linpack [111]:
~ 100 Mflop/s) komputera Origin 200 firmy Silicon Graphics, a mierzony czas
to czas wykorzystania procesora (CPU). Miarg przyblizania sie do stanu sta-
cjonarnego jest wielko$é ilorazu:

DIFF N = P
CFL ~ N=Liwop  CFL (28)
Do jego obliczenia wykorzystuje sie maksymalng dla wszystkich wezléw siatki
MES (Nnop — liczba weztéw w siatce) roznice gestosci na poczatku i koricu
danego kroku czasowego (maxn—1 nyop |05 — pi|) podzielona przez wartosc
parametru CFL [18|.
Poszczegodlne linie na rys. 2.3 odpowiadaja nastepujacym metodom: Expli-
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cit — metoda jawna, MTG — metoda niejawna zlinearyzowana (Modified
Taylor-Galerkin), 2SMTG — dwustopniowa metoda niejawna zlinearyzowana,
NLE — metoda nieliniowa niejawna (NonLinear Euler) . Metoda 2SMTG |[18],
nie opisywana szczegdélowo w niniejszej pracy, sprowadza sie do dwukrotnego
rozwigzania uktadu réwnan liniowych na kazdym kroku czasowym, z tg sama
macierzg uktadu, lecz ré6znymi wektorami prawych stron. Dzieki takiej tech-
nice wzrasta stabilnos¢ metody (wydtuza si¢ dopuszczalny krok czasowy) przy
stosunkowo niewielkich naktadach obliczeniowych.

Sposréd omawianych metod, nieliniowa niejawna metoda Eulera i dwu-
stopniowa metoda zlinearyzowana wymagaja przechowywania trzech wektoréw
niewiadomych w trakcie realizacji obliczeri. Pozostate maja nizszg ztozonosé
pamieciowa i wymagaja przechowywania tylko dwoéch wektoréw. Dla metod
niejawnych koszt przechowywania wektoréw niewiadomych jest jednak z re-
guly znacznie nizszy, w granicach rzedu wielkosci, od pamieciowego kosztu
rozwigzania uktadu réwnan liniowych.

Wyniki podobne do przedstawionych na rys. 2.3, ukazujace przewage me-
tody nieliniowej, uzyskane zostalty takze dla pozostatych typow przeptywow
— poddzwickowego i okotodzwickowego. Obliczenia dla tego ostatniego przy-
padku zostang szerzej oméwione w p. 2.3.4, prezentujacym przykiad rozwia-
zywania réwnan nieliniowych.

2.2.5 Podsumowanie

W rozwazanym modelu implementacji programéw MES dyskretyzacja czasowa
nie wchodzi w sktad rdzenia obliczeniowego?. Jednak architektura tego ostat-
niego, zwlaszcza jedli jest projektowana jako ogdlnego przeznaczenia, powinna
uwzglednia¢ mozliwie szeroki zakres sposobéw wykorzystania dyskretyzacji
przestrzennej MES w rozwiazywaniu zagadnieni zaleznych od czasu. Przed-
stawiony w dalszej czesci pracy model implementacji moze zostaé¢ zastosowany
w realizacji praktycznie dowolnej jednokrokowej metody dyskretyzacji czaso-
wej, takze wielostopniowej, jak np. metody Rungego-Kutty. Szczegdlny nacisk
potozony jest na implementacje technik zwiazanych z dyskretyzacja niejawna,
w ramach ktorej generowane sa problemy wymagajace rozwiazania uktadow
rownan nieliniowych i liniowych.

2Szczegolowa definicja rdzenia obliczeniowego MES podana, jest w rozdz. 4 na s. 166.
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2.3 Rozwiagzywanie ukladéw réwnan nieliniowych

Uktady rownan nieliniowych pojawiaja sie w efekcie zastosowania dyskretyzacji
przestrzennej MES do nieliniowych probleméw stacjonarnych lub, w przypadku
potaczenia z odpowiednimi schematami catkowania czasowego, do nieliniowych
probleméw niestacjonarnych.

2.3.1 Metoda Newtona i jej warianty

Dominujaca techniky rozwiazywania uktadéw réwnan nieliniowych otrzyma-
nych w wyniku dykretyzacji MES jest metoda Newtona i jej rozliczne wersje
(zmodyfikowana metoda Newtona, quasi-metoda Newtona, niedoktadna me-
toda Newtona, przyblizona metoda Newtona). Nieliniowy problem powstalty
w efekcie dyskretyzacji MES mozna zapisa¢ w zwartej formie:

F(u) =0 (2.9)

gdzie F jest uzyskanym operatorem nieliniowym, a u jest globalnym wektorem
niewiadomych. Metoda Newtona dla rownania (2.9) ma postac:

Dla k£ =0,1,2,... az do uzyskania zbieznosci, podstawiaj:
Ugp1 = up + Aug (2.10)

gdzie ug jest znanym wektorem poczatkowym, a Auy jest rozwigzaniem row-
nania:

J(uk) . Auk = —F(uk) (2.11)

W klasycznej (Scistej) metodzie Newtona macierz J, bedaca macierza uktadu
rownan liniowych (2.11), jest macierza jakobianowa funkcji F, J = OF/0u.
W praktyce obliczenie OF /0u dla ztozonych sformutowan skonczenie elemen-
towych bywa trudne i kosztowne obliczeniowo lub wrecz niemozliwe. W takim
wypadku mozna w réownaniu (2.11) uzy¢ przyblizenia macierzy jakobianowe;j.
Wprawdzie spowalnia to zbieznos¢ procedury iteracyjnej, ale czesto zapewnia
wystarczajacg doktadnosé i efektywnosé dla catego procesu symulacji. W wa-
riantach metody Newtona J jest przyblizeniem OF /Ou, a strategia rozwiazania
jest czesto wzbogacana o techniki przyspieszajace zbieznosé 70, 71].

2.3.2 Techniki bezmacierzowe

Jedna z najkorzystniejszych, z obliczeniowego punktu widzenia, modyfikacji
metody Newtona jest uzycie w obliczeniach, zamiast przyblizenia macierzy ja-
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kobianowej, przyblizeni jej iloczynéw z odpowiednimi wektorami. Taka strate-
gia, bedaca podstawa tzw. metod bezmacierzowych (matriz free) (94, 102, 14],
ma zastosowanie wowczas, gdy do rozwigzania problemoéw liniowych (2.11)
uzyte sa metody nie korzystajace z macierzy uktadu, a tylko z jej iloczynéw
ze specjalnymi, tworzonymi w trakcie realizacji algorytmu, wektorami (metody
takie moga powstaé np. jako warianty metod podprzestrzeni Krytowa, omawia-
nych w p. 2.7.5). Metody bezmacierzowe pozwalaja uzyska¢ dobre przyblizenia
efektow dzialania macierzy jakobianowej, a ponadto zapewniajg oszczednosé
pamieci w poréwnaniu z metodami klasycznymi.

Do przyblizenia iloczynu OF /Ou z dowolnym wektorem v wykorzystuje sie
wz6r na aproksymacje pochodnej kierunkowe;j:

6£ N F(uk + EV) - F(uk)
(uk) VR

ou €

(2.12)

W powyzszym wzorze € jest stala dobierang w taki sposéb, aby przyblizenie
(2.12) byto jak najdokladniejsze, a jednoczesnie, aby nie wprowadzié¢ istot-
nych btedéw zaokraglenn. W praktyce najczesciej stosuje sie warto$é € rowna
pierwiastkowi kwadratowemu doktadnosci stowa maszynowego odpowiadaja-
cego typowi zmiennych, dla ktérych dokonuje sie obliczeri (np. 10~7 dla liczb
podwojnej precyzji).

2.3.3 Ocena zlozonosci obliczeniowej algorytméw rozwiazywa-
nia ré6wnan nieliniowych

Ztozonosé obliczeniowa algorytmoéw rozwigzywania réwnan nieliniowych, po-
dobnie jak algorytméw dyskretyzacji czasowej, w istotnym stopniu zalezy od
liczby i charakteru generowanych probleméw liniowych. Ztozonosé pamieciowa
zalezy ponownie od liczby przechowywanych wektoréw niewiadomych. W przy-
padku zastosowania metody Newtona do zagadnien stacjonarnych wymagane
jest najczesciej przechowywanie dwoch wektoréw, odpowiadajacych poprzed-
niej i biezacej iteracji. W przypadku zagadnieni niestacjonarnych i metod kon-
tynuacji w pseudoczasie dochodzi jeszcze trzeci wektor — wektor rozwiazania z
poprzedniej chwili. Dodatkowo istotne jest, czy ogdlna strategia w potaczeniu
z algorytmem rozwigzywania réwnan liniowych wymaga tworzenia macierzy
uktadu czy nie. W przypadku technik bezmacierzowych zlozonosé¢ pamieciowa
jest liniowg funkcjg rozmiaru zadania. W pozostalych przypadkach zalezy od
ztozonosci algorytmu rozwiazywania réwnan liniowych. Tematowi temu po-
Swiecony jest p. 2.7.9.
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Ztozonosé czasowa zalezy od szybkosci zbieznosci algorytmu iteracyjnego.
Kwadratowa zbiezno$é¢é metody Newtona prowadzi do najmniejszej liczby pro-
bleméw liniowych, jednak ich konstrukcja jest kosztowna. Inne metody pozwa-
laja na wykorzystanie tej samej macierzy (lub szeregu macierzy otrzymanych
w wyniku malo kosztownych modyfikacji) do ciagu probleméw, ale zbieznosé
tych metod jest wolniejsza [43].

W przypadku zastosowania metod catkowania pseudoczasowego mozna za-
mieni¢ niestacjonarne zagadnienie nieliniowe na szereg probleméw jawnych,
w szczegblnych przypadkach nie wymagajacych rozwiazywania uktadu row-
nan. Prowadzi to do redukcji zlozonosci pamieciowej, czesto jednak kosz-
tem ztozonosci czasowej — mniejsza dokladnosé obliczeri z macierza skupiong
moze prowadzi¢ do wydluzenia procesu zbiegania sie rozwiazania do stanu
ustalonego. Niestacjonarne zagadnienie nieliniowe mozna takze zamieni¢ na
problemy niejawne i dodatkowo sterowaé parametrami catkowania czasowego
(przede wszystkim dtugoscia kroku czasowego) tak, aby kontrolowaé zbieznosé
metod iteracyjnych stosowanych do rozwigzywania rownan nieliniowych i li-
niowych.

2.3.4 Pordéwnanie algorytmoéw rozwigzywania ré6wnan nielinio-
wych dla dyskretyzacji stacjonarnych réwnan Eulera

W celu ilustracji zastosowania wybranych technik rozwiazywania réwnan nieli-
niowych ponownie wykorzystane zostang rownania Eulera dla gazéw $cisliwych.
Zalézmy, ze do aproksymacji rownan stacjonarnych uzyta zostata metoda kon-
tynuacji w pseudoczasie, a wiec rozwiazywany jest uklad niestacjonarny (2.1),
z tym ze czas pelni role parametru formalnego (kroki czasowe Aty sa obliczane
lokalnie dla kazdego elementu wedlug wzoru (2.7)). Zalézmy, ze zastosowano
nieliniowa niejawna metode Eulera, odpowiadajaca rownaniom (2.5) z para-
metrami « = 1, § = 1. Poréwnanie dotyczy dwoch strategii rozwiazywania
rownai nieliniowych: w jednej wykorzystuje sie przyblizenie macierzy jakobia-
nowej, w drugiej stosuje technike bezmacierzowa.

Algorytm z przyblizeniem macierzy jakobianowej

W metodzie tej wykorzystuje sie jednorodno$¢ strumieni Eulera, jako funkcji
wektora zmiennych zachowawczych:

E
f?(un—i-l) — %(un—kl) . un—i—l (2.13)
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Podstawienie zaleznosci (2.13) do wzoréw (2.5) (z parametrami o = 1, § = 1)
prowadzi do sformutowania:

8f
T n+1 T n+1 L a,nt1
/ ™ aQ — /'w’Z au ) - u" T dQ +

4 /Q wl K 3 (u™ )u 0 + (2.14)

+/ wTﬁ(un+l)'u”+1n-dF :/ ! wludQ
r ou ‘ Q Atoe

Proces iteracyjny dla nieliniowego problemu (2.14) wykorzystuje metode Pi-
carda (iteracji prostej). W rozwazanym przypadku polega ona na rozwiazywa-
niu réwnania (2.14) dla kolejnych przyblizen +1 ! funkeji ™+, pray wykorzy-
staniu wspotezynnikow macierzowych po lewej stronie (2.14), obliczonych dla
przyblizenia u}t! uzyskanego w poprzedniej iteracji (przy czym uf™ = u™).

Po zastosowaniu dyskretyzacji przestrzennej MES powyzszy algorytm ite-
racji prostej mozna interpretowaé¢ jako wersje przyblizonej metody Newtona,
z odpowiadajaca, szczegblng aproksymacja macierzy jakobianowej, oznaczana
dalej przez J. Wada tej metody jest niska doktadnosé przyblizenia J, fakt ma-
jacy istotne znaczenie w przypadku opisywanej dyskretyzacji rownan Fulera, w
ktorej wystepuja silnie nieliniowe macierzowe funkcje regularyzujace (macierze
sztucznej lepkosci K ;).

Algorytm techniki bezmacierzowej

Druga poréwnywana procedura jest kombinacja, z zastosowaniem techniki bez-
macierzowej, przyblizonej metody Newtona i algorytmu rozwiazywania ukta-
dow rownan liniowych. Przyjecie ciaglej, kawatkami liniowej dyskretyzacji
przestrzennej oraz zastosowanie standardowych procedur MES sprowadza sfor-
mutowanie (2.4) do ukladu algebraicznych réwnan nieliniowych, dajacego sie
"+l za niewiadoma
funkcje u. Pozostale kroki algorytmu postepuja zgodnie ze schematem opisa-
nym w pp. 2.3.112.3.2. Jako metode rozwiazywania uktadéw réwnari linowych
stosuje sie metode GMRES z poprawa uwarunkowania macierzy uktadu. Tech-
niki poprawy uwarunkowania (nieistniejacej) macierzy uktadu dla algorytmow
bezmacierzowych opisane sa w p. 2.7.6.

zapisa¢ w postaci rownania (2.9) z podstawieniem funkcji u
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Tablica 2.1. Szybkos¢ zbieznosci metody Newtona (wyrazana miara (2.15)) w wy-
branym kroku symulacji okotodzwiekowego przeptywu wokot profilu
NACAOQ012 z zastosowaniem niejawnej nieliniowej metody Eulera dla
roznych wartosci parametru CFL i réznych sposobow aproksymacji
macierzy jakobianowej: NLE — opartego na linearyzacji, NKS — wy-
korzystujacego technike bezmacierzows (szczegdélowy opis metod w

tekscie)
CFL=1| CFL =4 | CFL = 256
NLE 0.132 0.418 —
NKS 0.001 0.007 0.173

Wyniki eksperymentéw numerycznych

Tablica 2.1 pokazuje poréwnanie dwoch przedstawionych powyzej strate-
gii rozwiazywania réwnan nieliniowych dla wybranego pojedynczego kroku
pseudoczasowego przy symulacji optywu gazu $Scisliwego wokot profilu
NACAO0012. W rozwazanym przypadku przeptyw jest okolodzwickowy (liczba
Macha 0.85), a kat natarcia wynosi 1°. Wyniki odpowiadaja siatce, ktorej
szczegdl przedstawiony jest na rys. 2.4. Rysunek 2.5 prezentuje rozwiazanie
w postaci izolinii liczby Macha, z widocznymi falami uderzeniowymi rozgrani-
czajacymi obszary naddzwiekowe wokoét skrzydet. W obu przypadkach do roz-
wigzania uktadu réwnan liniowych zastosowano algorytm GMRES z poprawsa,
uwarunkowania macierzy.

Oznaczenia w tablicy sa nastepujace: NLE — metoda iteracji prostej, NKS
— metoda bezmacierzowa [48] (skrot pochodzi od nazwisk: Newton—Krylow—
—Schwarz, zwiazanych z zastosowanymi metodami; dwie ostatnie sa omdwione
w p. 2.7). Im wieksza wartos¢ parametru CFL, tym dtuzsze lokalne kroki cza-
sowe i bardziej nieliniowy problem (2.9). Liczby podane w tablicy, okreslajace
szybkosé zbieznosci obu metod, sg ilorazami normy maksymalnej wektora przy-

rostow dla niewiadomej funkcji u”*! po dwoch pierwszych iteracjach metody
Newtona:
| AU s 215
1AUG™ |inax '

Wyniki pokazuja zdecydowana przewage metody bezmacierzowej nad metoda
iteracji prostej, ktora przestaje by¢ zbiezna juz dla wartosci parametru CFL
rzedu kilkunastu.
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Rys. 2.4. Symulacja okotodzwiekowego przeptywu wokot profilu NACA0012:
szczegdlt dwukrotnie zaadaptowanej siatki MES o 5143 weztach

2.3.5 Podsumowanie

Podobnie jak schematy catkowania czasowego, tak i metody rozwiazywania
uktadéw réwnan nieliniowych nie sg traktowane w niniejszej pracy jako czesé
rdzenia obliczeniowego MES. Jednak podobnie jak w przypadku technik catko-
wania czasowego, rdzen obliczeniowy MES musi by¢ przystosowany do wspot-
pracy z réznymi technikami rozwigzywania uktadéw réwnan nieliniowych. Do-
tyczy to koniecznosci posiadania efektywnego solwera iteracyjnego dla uktadow
rownain liniowych, uwzgledniajacego mozliwosé stosowania technik bezmacie-
rzowych. Te ostatnie maja istotne znaczenie dla obliczenr wielkiej skali, w przy-
padku ktérych wymagania pamieciowe zwiazane z przechowywaniem macierzy
jakobianowej moga wielokrotnie przewyzszaé¢ wymagania pamieciowe pozosta-
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MIN = 084909927 MAX = 1.431040338 PRZYR. = .050000000

Rys. 2.5. Symulacja okotodzwickowego przeptywu wokot profilu NACA0012: izo-
linie liczby Macha dla dwukrotnie zaadaptowanej siatki

tych czesci kodu (w tym m.in. struktur danych siatki MES i aproksymacji).

2.4 Sformulowanie stabe metody elementéow skon-
czonych

W dwoch poprzednich punktach pokazano, jak rézne metody dyskretyzacji
czasowej i rozwiazywania réwnarn nieliniowych moga prowadzi¢ do koniecz-
nodci rozwigzania pojedynczego liniowego problemu MES. Od tego momentu
rozpoczyna sie omawianie technik dyskretyzacji przestrzennej metoda elemen-
tow skoriczonych, technik ktore beda bezposrednio zwiazane z rdzeniem obli-
czeniowym programéw MES. Niniejszy punkt dotyczy sposobéw uzyskiwania
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sformutowania stabego dla bardzo ogélnej formy réwnarn konwekcji—dyfuzji—
—-reakcji. Wyprowadzenie przeprowadzone jest dla réwnan niestacjonarnych.
Jego gtownym celem jest identyfikacja poszczegdlnych wyrazow, ktére pojawia
sie w ogo6lnym sformulowaniu pojedynczego problemu MES, bedacego pod-
stawa opracowanej implementacji.

2.4.1 Ogoblne zagadnienie konwekcji—dyfuzji-—reakcji

Rownania konwekeji-dyfuzji-reakcji dla wektorowej funkcji w = [ug, ug, ..., un, |
w obszarze obliczeniowym Q C IR*, s =2 lub 3, mozna zapisaé¢ jako®:

Maa’l: - (Aijud‘)’i + (Blu) ; +Cu=s— qll (2.16)

Macierze M, A% B',C i wektory s, ¢', i,j = 1,..,s sa wspolczynnikami,
ktore moga by¢ funkcjami nieliniowymi oraz nieciagtymi®. Wektory i macierze
(kwadratowe) maja wymiar N,.

Na brzegu obszaru I' dopuszcza sie trzy typy warunkéw brzegowych:

e warunki Dirichleta (zasadnicze) na brzegu I'p:

u= fP(x,t) (2.17)
e warunki Neumanna (naturalne) na brzegu I'y:
Aty n' = fN(x,t) (2.18)
e warunki Robina (naturalne) na brzegu I'g:

Ay in' = (u - fR(:r,t)) K®(x,t) (2.19)

3Czesto uzywana jest takze inna notacja dla wektorowego zagadnienia konwekeji-dyfuzji—
—reakcji wykorzystujaca operatory rézniczkowe:

N'U/ Nﬂ N’U. N'u
0
lgl mkl% -V < E AszW) + V. <lgl bkl“l) + li 1 criw = s — Vq,,

=1

zk=1,2,...N,. Obie notacje sa rownowazne, a wybor (2.16) podyktowany jest jej przydat-
noscig do analiz implementacji MES.

4Nie dla wszystkich typow nieliniowosci i niecigglosci daje sie uzyskaé efektywne sformu-
towania metody elementéw skoriczonych. Zagadnienie to nie jest szczegbélowo analizowane w
pracy, cho¢ pojawia sie np. w kontekscie koniecznosci regularyzacji sformutowania MES dla
aproksymacji rownan Eulera.
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gdzie K® oznacza zadang funkcje macierzowa, a f2, fN i f® sa zadanymi
funkcjami wektorowymi.
Przy symulacji zjawisk, w ktérych wystepuje konwekcja, sktadowe funkcji
u odpowiadaja fizycznym wielkosciom unoszonym przez pole predkosci cha-
rakteryzowane przez macierze B. Istotny staje sie wowczas podzial brzegu T’
na czesé, gdzie nastepuje wplyw, oznaczang przez I'™, oraz na cze$é, gdzie na-
stepuje wyptyw I'". Dla uproszczenia przyjeto, ze klasyfikacja brzegu dotyczy
wszystkich sktadowych w oraz ze na brzegu I'p nie ma wyplywu, a na brzegu
'y nie ma wpltywu. W praktyce (np. przy symulacji przeptywow gazu $cisli-
wego) nalezy rozwazy¢ bardziej ztozone przypadki, ktore jednak mieszcza sie
w og6lnym modelu implementacji przedstawionym w nastepnych rozdziatach.
Warunek poczatkowy:
u(z,0) = u (2.20)

jest naturalnym uzupetnieniem sformutowania dla zagadnien niestacjonarnych.

2.4.2 Etapy dyskretyzacji przestrzennej MES

Dyskretyzacje przestrzenng metoda elementéw skonczonych przeprowadza sie
najczesciej w dwoch etapach. W pierwszym uzyskuje sie sformutowanie stabe
na poziomie nieskoriczenie wymiarowym, wykorzystujac zerowanie sie iloczynu
skalarnego residuum rozwazanego réwnania z funkcjami testujacymi®. Istotna
role, zwlaszcza dla numerycznej analizy zbieznosci i btedu, odgrywaja prze-
strzenie funkcyjne, w ktorych znajduja sie funkcje niewiadome i testujace
[73, 143, 1].

W drugim etapie dokonuje sie redukcji zagadnienia do problemu skoiiczenie
wymiarowego poprzez ograniczenie rozwazanych funkcji niewiadomych i testu-
jacych do elementéw przestrzeni Vj,, bedacej skoriczenie wymiarowa przestrze-
nig funkcji okreslonych dla zadanego podziatu obszaru {2 na elementy skoi-
czone. Ta ostatnia przestrzen jest najczesciej, takze dla wszystkich rozwazan
w niniejszej pracy, przestrzenig funkcji bedacych wielomianami dla pojedyn-
czego elementu. Dla tak zdefiniowanej przestrzeni sformutowanie stabe na po-
ziomie skoniczenie wymiarowym nazywane bedzie sformulowaniem skoniczenie
elementowym.

Ze wzgledu na potozenie nacisku na zagadnienia implementacji, przedsta-
wione ponizej wyprowadzenia sformutowann MES operuja od razu pojeciem

®Sformulowanie stabe jest rozumiane jako pojecie ogdlniejsze od sformulowania waria-
cyjnego. Obejmuje takze przypadki, gdy nie istnieje minimalizowany lub maksymalizowany
funkcjonal zwigzany ze sformutowaniem.
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przestrzeni funkcyjnej skoriczenie wymiarowej. Warunki brzegowe naturalne
wchodzg w sklad sformulowan, natomiast szczegoly implementacji warunkow
zasadniczych (np. funkcja kary) pozostawione sa do implementacji specyficz-
nych probleméw (w notacji pominiete sa mozliwe modyfikacje przestrzeni V',
wprowadzane w celu uwzglednienia warunkéow brzegowych Dirichleta).

2.4.3 Podzial obszaru obliczeniowego na elementy skoiiczone

W celu zdefiniowania dyskretyzacji MES dla okre§lonego problemu, obszar
obliczeniowy () dzielony jest na elementy skonczone €).. Kazdy element przed-
stawia sie jako obraz elementu odniesienia Q. poprzez odpowiednia wzajemnie
jednoznaczna, odwracalng transformacje T.:

T.: Q0 — Q (2.21)

Kazdemu punktowi elementu odniesienia, parametryzowanego przez wspot-
rzedne &, przyporzadkowuje sie¢ punkt elementu rzeczywistego:

Te:&—ax=x(&) (2.22)

Najczesciej elementy siatki sg obrazami kilku podstawowych elementéw od-
niesienia: trojkata, prostokata, czworodcianu, sze$cianu, pryzmy (graniasto-
stupa o podstawie trojkatnej, rys. 2.6) [91, 42]. Elementy jednej siatki moga
by¢ obrazami réznych elementéw odniesienia, przy spetnieniu zalozen niena-
ktadania sie elementéw na siebie i sumowania sie elementéw do catodci obszaru
obliczeniowego. Transformacje T, bedac w duzym stopniu arbitralne, mu-
sza jednak pozwalaé¢ na efektywne catkowanie funkcji za pomoca kwadratur
zdefiniowanych dla elementéw odniesienia i rézniczkowanie funkcji okreslonych
dla elementow odniesienia (naklada to pewne ograniczenia na ksztalt obszaru
obliczeniowego dla sformutowania MES, ktéry czesto jest tylko przyblizeniem
rzeczywistego obszaru, w ktorym zachodzi modelowane zjawisko).

W nieadaptacyjnej MES, a takze w pewnych odmianach adaptacyjnej MES,
wykorzystywane sa wylacznie siatki regularne, zwane takze siatkami zgodnymi
(conforming). Dla takich siatek wierzcholki elementéw moga znajdowaé sie
tylko na koncach krawedzi innych elementéw, a kazdy bok elementu jest jed-
noczesnie bokiem elementu sasiadujacego. Przykladem takiej siatka jest siatka
elementéow trojkatnych przedstawiona na rys. 3.5.

Innym typem siatek sa siatki nieregularne, zwane takze siatkami niezgod-
nymi (non-conforming). Najczesciej powstaja one w wyniku zastosowania, dla
poczatkowej siatki regularnej albo uprzednio zaadaptowanej siatki regularnej
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Rys. 2.6. Pryzmatyczny element odniesienia

lub nieregularnej, adaptacji typu h, dopuszczajacej dzielenie elementéw bez
modyfikacji ich sasiadéw. Wariantem nieregularnosci przydatnym do obliczeri
dopuszczajacych zageszczanie i rozrzedzanie siatki jest jednonieregularnosé.
Polega ona na tym, ze nie pozwala sie na dalsze podzialy elementu, dopdki
wszystkie jego boki i krawedzie nie sa jednoczesnie bokami i krawedziami ele-
mentéw sgsiadujacych. Przykladami siatek jednonieregularnych sa siatki po-
kazane na rys. 2.1 1 2.4.
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2.4.4 Wyprowadzenie sformulowania stabego dla przypadkéw
aproksymacji ciggtej i niecigglej

Ponizej przedstawione sa wyprowadzenia sformutowan skoriczenie elemento-
wych dla dwoch roznych typow aproksymacji: klasycznej ciagtej dyskretyzacji
MES i nieciaglej dyskretyzacji Galerkina w wersji zaproponowanej w [125].

Nieciggta aproksymacja Galerkina ma kilka cech istotnie odrozniajacych
ja od podejscia klasycznego (por. zbior artykulow w [56]). Najwazniejsza
zaleta opisywanej wersji aproksymacji nieciaglej jest jej zachowawczy charak-
ter (dla zachowawczych procesow ciaglych), lokalnie na poziomie pojedynczego
elementu. Sformutowania klasyczne potrafig odtworzy¢ zachowawczosé lokalng
tylko za pomoca odpowiednich procedur postprocessingu [92]. Zachowawczosé
dyskretyzacji jest szczegodlnie istotna w modelowaniu zagadnieri przeplywow,
zwlaszcza przy uwzglednieniu reakcji chemicznych, kiedy oscylacje rozwiaza-
nia prowadza do zachowan niefizycznych. Cechami negatywnymi prezentowa-
nej wersji dyskretyzacji nieciagtej sa: brak stabilnoéci dla stopni aproksymacji
nizszych od dwoch i nieoptymalna zbieznosé¢ dla zagadnien eliptycznych w nor-
mie Ly [152].

W celu uzyskania sformutowania stabego rownanie (2.16) jest mnozone przez
funkcje testujaca w, a nastepnie catkowane indywidualnie po obszarze kazdego
elementu. Po zastosowaniu wzoréw na calkowanie przez czesci dla obszaréw
wielowymiarowych, otrzymuje sie:

/ (ngl; +AYw ju —Biw,iu—i-Cwu) s +
Qe

-l-/ (—Aijniwu,j—i-Biniwu)dF = (2.23)
Te

= / (sw + qi'wﬂ-) dQ — qiné'wdf
Qe le
gdzie n, = [nl,n% n?] jest wektorem jednostkowym, normalnym zewnetrznie
wzgledem brzegu elementu I'..

Dla klasycznej ciaglej dyskretyzacji wysumowanie calek elementowych w
calym obszarze powoduje zniesienie sie wszystkich wyrazen na brzegu mie-
dzy elementami. Na brzegach obszaru, dla ktérych zadane zostaly warunki
Neumanna i Robina, funkcje z warunkéw brzegowych podstawia sie w miejsce
odpowiednich wyrazenn. Warunki Dirichleta uwzglednia sie poprzez modyfi-
kacje sformulowania lub modyfikacje przestrzeni V1,6 [184, 91, 42]. Po kilku

fModyfikacje te nie sa analizowane w niniejszej pracy (cho¢ model implementacji uwzgled-
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prostych transformacjach uzyskuje sie ostateczne sformutowanie MES dla kla-
sycznej dyskretyzacji:

/ (Mwau + Aijwyiu,j — Bifwﬂ-u + C’wu) dQ) +
Q

ot
+ B'n'wudl — KRwudl = (2.24)
I+ur'y T'gr
:/swdQ—i-/ qiw,idQ—/qini'wdF—l—
Q Q r
+ / wfNdl' — | KRwfRdr
I'n I'r

Inaczej jest w przypadku rozwiazan, dla ktérych nie wymaga sie ciagtosci
na brzegu miedzyelementowym. Dla kazdej pary sasiadujacych elementéw €,
2; bok I'cy jest wspdlng czedcig ich brzegow, I'cy = I'e NI'p. Calodc¢ tak zdefi-
niowanego brzegu miedzyelementowego oznacza si¢ poprzez ing, I'ing = U ey
Dla kazdego brzegu I'.y wybiera si¢ (na podstawie arbitralnej konwencji) jeden
wektor normalny jednostkowy n. Na brzegu zewnetrznym definiuje sie n = n..
Wprowadza sie operatory skoku [ | i usrednienia <> dla funkcji okreslonych
na Iy

[’U] =o' -l = ’U‘Feﬂr‘ef - v|FfﬂFef (2'25)

<v>=0.5x* (v + o) (2.26)

Wysumowanie calek elementowych i zastosowanie powyzszych operatoréw daje
w wyniku:

/ (M'wgl: + A%w u; — Blwu+ Cwu) ds) +
Q
+/ (—Aijniqu + Biniwu> dr +
r

+ /Fint (—[Aijni'qu] + [Bini’wu]> dl' = (2.27)

:/ swdQ—i—/ qiw,idQ—/qiniwdF—/ [g'nw]dl’
Q Q r I,

int

Dla wyrazow dyfuzji na brzegu 'y stosuje sie podstawienie:

[ab] =<a> [b] + [a] <b> (2.28)

nia mozliwosé ich stosowania).
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oraz dodaje czton, zerujacy sie dla ciagtych funkcji u:
<An'w ;> [u]l+ <w> [AYn'u ] (2.29)

Warunki brzegowe Neumanna i Robina stosuje sie w analogiczny sposob jak w
przypadku ciggltym, natomiast warunki Dirichleta wymusza sie w spos6b staby,
poprzez dodanie do obu stron rownania (2.27) wyrazow:

/FAijniwvjudF do lewej i /FAijniw,ijdF do prawej.
D D

Ze wzgledu na nieciagto$é funkeji w i w istnieje mozliwosé modyfikacji wyra-
zow konwekeyjnych (pierwszego rzedu) nie zmieniajacej rozwiazan ciagtych. W
niniejszym wyprowadzeniu przyjmuje sie najprostszy, gwarantujacy stabilnosé
schemat dyskretyzacji ,pod prad” (upwind). Oznacza ona, ze na brzegu mie-
dzyelementowym uzywa sie w wyrazach konwekcji wartosci « obliczanych po
stronie wptywu. Strumienie g*, ktore w ogélnym przypadku moga by¢ zaréwno
nieliniowe, jak i nieciggle, sa réwniez dyskretyzowane pod prad. Zastosowanie
wymienionych wyzej krokéw prowadzi do sformutowania:

P g .

/ <M'w81; + AYw ju ; — B'w;u + C'wu> dQ) +
Q
+/ (< Aptw ;> [u] — [w] < AYn'u ;> +[Biniw]17,) dr +
1—‘int
+ (Aijni'wjju — Aijniwud) dl' +
I'p
+ / Bintwudl — [ KRwudl =
I+ury r

:/swdQ—i—/ qiwﬂ-dQ—/qin"de‘—/ G'n'[w]dl +
Q Q r r

int

+ | AYn'w ;fPdr — / Bin'wfPdl +
I'p FB

+ [ wfNdl — / KRwfRar
I'n Tr

2.4.5 Ostateczna postaé¢ sformulowania skonczenie elemento-
wego dla rozwazanych aproksymacji

Ostatecznie do celéw implementacji oba wyprowadzone w punkcie poprzednim
sformutowania, ciggle i nieciagle, zapisane sg w klasycznej postaci wykorzystu-
jacej formy: dwuliniowa i liniowa. Pojedynczy problem zapisany jest tak, jakby
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do kazdego ze sformutowan zastosowano metode dyskretyzacji czasowej (2.5).
Dodatkowo uogolnia sie wzory dopuszczajac rézne wspdlczynniki po lewej i
prawej stronie rownari. Otrzymane rownania obejmuja, jako szczegblne przy-
padki, wiele istniejacych sformutowari stabych MES dla réznorodnych proble-
moéw, w tym wszystkie dotychczas omawiane sformutowania dla dyskretyzacji
czasowej i probleméw nieliniowych. Sformutowanie ciagle (oznaczane indeksem
MES) otrzymuje forme:
Zmnajdz taka funkcje w € V', aby dla kazdej funkcji testujacej w € V', spet-
nione byto:

aMES (u"“, w) = lMEs(’w) (230)
gdzie:

1
aMES(u"+1, w) = / Mqun+1dQ+
Q Atloc

+/ (Aijw,iurfl — Bi'w,iu”Jrl + Cqu"+1) d) +
Q i

+ B n'wu™dr — KRwu"tdr
r+ury I'r

1
ZMES(w) :/QAtl Mpwu"dQ+

+/ (—Aijj'wyiu@ + Bf;'wﬂ'u” — pru") dQ) +
Q i

— / Lniwudl + KRwu"dl' +
r+urg I'r

+/ swdf) +/ qiw,idQ — / g'n‘wdl +
Q Q r
+ / wfNar — [ KRwfRdr
I'n Tr
Sformutowanie nieciagle, oznaczane przez NG, ma postac:

Zmajdz taka funkcje w € V7, aby dla kazdej funkcji testujacej w € V', spet-
nione byto:

aN(;(u"+1,w) = Ing(w) (2.31)

gdzie:

1
aNg(u”H,w) :/ Mpwu"TtdO+
Q Atloc
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+/ A” lu"“ B w u" + Cp, wu"“) dQ) +
+/ < APniw ;> [ - [w] < APn'u ) dT o+
ll’lt
+/ (Afn wju" — Aijn wu"“) dr +
+/ tnfwla™ T dl + B! nwudl +
1nt

r+ury

- KRwu tdr
I'r

l M "dQ)
NG / At PWU +
+/ —A’P]w,iu". + Bhw ju" — Cp)wu") Q) +

—|—/swdQ—|—/qwdQ /qnde‘ / g'n'[w]dl +

1 nt

+/ <—An‘w ;> [u"]+[w) <Agniuz >) dr +
1nt
/ ( Agn"w’ju" + 'wAlﬁnZu”> dl +
I'p

- / [Bbn'w]a™dl + —Bbn'wu"dl +
Ding I+ur'y

+ AijninfDdl“—/ BiniwadFJr/ wfNdl +
I'p FB 'y

+ | KRwu'dl' - | KRwfRdr
I'r I'r

Oba sformulowania sg podstaws dla omawianej w niniejszej pracy imple-
mentacji rdzenia obliczeniowego MES.

2.5 Dyskretyzacja przestrzenna i struktura ukladu
réwnan liniowych

Ostatecznym krokiem dyskretyzacji przestrzennej jest okreslenie skonczenie
wymiarowej reprezentacji funkcji niewiadomych i testujacych. Prowadzi to do
przeksztalcenia rownan catkowych tworzacych sformutowania stabe w uktady
algebraicznych réwnari liniowych. Dotychczasowe rozwazania prowadzone byty
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dla funkcji wektorowych bedacych elementami przestrzeni skoniczenie elemen-
towej V1. W dalszej czesci tego rozdziatu zaktada sie, ze kazda ze sktadowych
funkcji aproksymujacej i testujacej nalezy do tej samej przestrzeni funkcji ska-
larnych V3. Analizy i implementacje dla przestrzeni skalarnych sg podstawg
dla wielu bardziej rozbudowanych modeli, dotyczacych np. probleméw wekto-
rowych lub sprzezonych. W pewnych przypadkach uogoélnienia maja charakter
niebanalny, jak np. w przypadku réwnan Maxwella dla elektromagnetyzmu
[147, 148|, wykraczajac poza ramy rozwazan niniejszej pracy. Kolejne punkty
niniejszego podrozdzialu przedstawiaja definicje przestrzeni V}, i pojecia zwia-
zane 7z dyskretyzacja MES, ktore wykorzystywane sa w rozwazaniach dotycza-
cych implementacji komputerowe;j.

2.5.1 Przestrzenie funkcji ksztaltu

W celu zdefiniowania przestrzeni skoriczenie elementowej V;, wykorzystuje sie
przestrzenie funkcji wielomianowych S, , okreslone dla elementéw odniesie-
nia’. Indeks p, odnosi sic do stopnia aproksymacji i przyjmuje rézng postaé
w przypadku réznych typow elementéw odniesienia. Baze dla przestrzeni S,
tworza, wielomiany qgl, zwane funkcjami ksztaltu. Dla kazdej z przestrzeni S),
(zwanych dalej przestrzeniami funkeji ksztaltu) mozna konstruowac rézne bazy,
zaleznie od konkretnych uwarunkowan.

Przykladami przestrzeni S, typowymi dla réznych rodzajow elementéw sa
[184, 91, 42]:

e przestrzen zupelnych wielomianéw stopnia p na plaszczyznie — Spsw dla
elementu tréjkatnego,

e przestrzen wielomianéw bedacych iloczynami tensorowymi wielomianéw

jednowymiarowych — Sp,p, , dla elementu prostokatnego,

dla

e przestrzen zupelnych wielomianéw stopnia p w przestrzeni — Sp,, .,

elementu czworoéciennego,

e przestrzen wielomianéw bedacych iloczynami tensorowymi wielomianow
z przestrzeni Sy, 1 wielomianéw jednowymiarowych z przestrzeni Sp. —

Speype» dla elementu pryzmatycznego,

e przestrzen wielomianéw bedacych iloczynami tensorowymi wielomianéw
jednowymiarowych — Sp,p,p., dla elementu szesciennego.

"Geometrycznie identyczne elementy odniesienia z réznymi funkcjami ksztaltu traktowane
sa jako rdzne.
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Tablica 2.2. Wymiary typowych przestrzeni funkcji ksztaltu dla podstawowych
elementéw odniesienia

Typ elementu | Oznaczenie przestrzeni | Wymiar przestrzeni
trojkatny Spe, 3P+ +2)
prostokatny Spepn (p+1)?
czworoscienny Spenc %(p +1)(p+2)(p+3)
pryzmatyczny Spenpe s(p+1)2%(p+2)
szescienny Spepype (p+1)°

Tablica 2.2 przedstawia dla kazdej z powyzszych przestrzeni jej wymiar (liczbe
funkeji ksztattu) w zaleznosci od stopnia aproksymacji p, w przypadku apro-
ksymacji izotropowej. Przestrzenie wielomianéw bedacych iloczynami tenso-
rowymi dopuszczaja aproksymacje anizotropowa (rézne stopnie wielomianow
dla roznych kierunkéow przestrzennych), w przypadku ktorej implementacja i
analiza ztozonosci obliczeniowej stanowia, prosta modyfikacje przypadku izo-
tropowego (inaczej jest z analiza bledu aproksymacji [144]).

2.5.2 Przestrzenie skonczenie elementowe

Przestrzen skoriczenie elementows, V}, definiuje sie jako przestrzen takich funkcji
u, ktore ograniczone do pojedynczego elementu €., sa odwzorowaniami funkcji
z przestrzeni S,_ za pomoca transformacji T'e (2.21), przeksztalcajacej element
odniesienia (. w elementy siatki MESS:

Vi ={u:ulg, oTe € Sp.} (2.32)

w@)la, = u(z(§)) = u(§) (2.33)

gdzie: &€ € Q. i w(§) € Sp,. Baze dla przestrzeni V), tworza funkcje ¢,
zwane dalej funkcjami bazowymi MES (lub w skrocie po prostu funkcjami
bazowymi), ktore ograniczone do pojedynczego elementu sa przeniesionymi

8Jesli elementy siatki MES odpowiadaja réznym elementom odniesienia, spelniony musi
zosta¢ warunek, aby ostatecznie skonstruowana przestrzen V}, spelniata wymagania ciaglosci
stawiane konkretnemu typowi aproksymacji.
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funkcjami ksztaltu?:

dlo, =dioT," (2.34)
di(@)]o, = di(x(€)) = di(€) dla =€ Qe (2.35)

Sktadania funkcji ksztattu w funkcje bazowe MES dokonuje sie w taki spo-
sob, aby zapewnié realizacje wymagan dotyczacych ciagtosci aproksymacji i
jednoczesnie uzyskaé funkcje bazowe rézne od zera na jak najmniejszym pod-
obszarze obszaru obliczeniowego. To ostatnie wymaganie decyduje o efektyw-
nosci obliczen MES (patrz p. 2.5.5).

2.5.3 Powigzanie funkcji bazowych MES z obiektami siatki
i obszary zerowania sie funkcji bazowych

Dla uscislenia dalszych analiz wprowadza sie nastepujaca definicje:

Definicja 2.1 Obiektem siatki nazywany jest dowolny wierzchotek ele-
mentu, krawedz elementu, bok elementu lub sam element.

Krawedzie i boki elementu mogg by¢ zakrzywione. W przypadku dwuwymia-
rowym pojecia bok i krawedz elementu utozsamiaja sie. W celu zdefiniowania
funkcji bazowych MES element utozsamia si¢ z jego wnetrzem.

W rozwazaniach niniejszej pracy zaktada sie, ze kazda funkcja bazowa MES
zwigzana jest z pojedynczym obiektem siatki. Przyjmuje sie, ze funkcja ba-
zowa zwiazana z danym obiektem siatki jest niezerowa na calym obszarze tego
obiektu (dla wierzchotkow oznacza to niezerowanie sie funkeji bazowej w punk-
cie, dla element6w niezerowanie sie wewnatrz elementu).

W klasycznych ciagltych liniowych sformulowaniach MES funkcje bazowe
wiaze si¢ z weztami siatki MES, bedacymi wierzchotkami elementéw. Funkcja
bazowa zwiazana z danym wierzcholkiem jest rézna od zera w tym wierzchotku
i rowna zeru we wszystkich pozostalych wierzchotkach!'©.

Dla ciggtej aproksymacji wyzszego stopnia wygodne jest definiowanie funk-
cji bazowych dla wszystkich obiektow siatki MES [60, 24]. Obok klasycznych
funkcji bazowych zwiazanych z wierzchotkami, wprowadza sie funkcje bazowe

W adaptacyjnej MES typu hp dopuszcza sie wystepowanie siatek nieregularnych i ze-
zwala na sasiadowanie z soba elementéw o réznych stopniach aproksymacji. W tym przy-
padku definicje funkcji bazowych MES sa bardziej ztozone [60, 24].

0Powigzanie wierzchotka siatki MES z funkcja bazows prowadzi do klasycznego pojecia
wezla siatki MES. Ze wzgledu na przyjecie modelu aproksymacji, w ktérym funkcje bazowe
moga by¢ zwiazane z dowolnymi obiektami siatki, pojecie wezta siatki MES nie jest uzywane
w niniejszej pracy.
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zwigzane z pojedyncza krawedzia, ktore zeruja sie w wierzchotkach i wzdtuz in-
nych krawedzi, funkcje zwigzane z konkretnym bokiem, ktore zeruja sie wzdhuz
krawedzi i na innych bokach, oraz funkcje zwiazane z wnetrzem elementu, ktore
zeruja sie na bokach. Spelniony jest wtedy postulat, aby kazda funkcja bazowa
byla niezerowa na obszarze odpowiadajacego jej obiektu siatki, a ponadto re-
alizowane podstawowe dla MES zalozenie niezerowania sie funkcji bazowych
MES na mozliwie najmniejszym podobszarze obszaru obliczeniowego. Tak wiec
funkcje bazowe zwigzane z wnetrzem elementu sg niezerowe tylko w jednym
elemencie, zwiazane z bokiem w dwoéch, pozostate za§ moga byé niezerowe w
kilku, w przypadku siatek niestrukturalnych najwyzej w kilkunastu elemen-
tach.

W aproksymacji nieciagtej istnieje wieksza swoboda definiowania funkcji
bazowych. Jednak dla ograniczenia obszaru ich niezerowania sie najczesciej
przyjmuje sie, ze funkcjami bazowymi sg elementowe funkcje ksztattu. W kon-
sekwencji, kazda z funkcji bazowych jest zwigzana z pojedynczym elementem,
we wnetrzu ktorego i na bokach ktorego jest niezerowa, zeruje sie natomiast
we wnetrzach wszystkich innych elementéw.

2.5.4 Przeksztalcenie sformutowania stabego w ukltad réwnan
liniowych

Przy rozwazanej w niniejszej pracy dyskretyzacji kazda sktadowsa niewiadome;j
funkcji w"*! i funkcji testujacej w przedstawia sie jako kombinacje liniowa N’
funkcji bazowych przestrzeni Vj:

n+1 Z unJrl (236)
N/

= wpdm(x) (2.37)
m=1

Podstawienie powyzszych zaleznosci do sformutowan (2.30) i (2.31) prowadzi,
po standardowych dla metody elementow skonczonych transformacjach [184,
91, 42|, do przeksztalcenia rownan catkowych w réwnania algebraiczne, dajace
sie zapisa¢ w postaci:

Nl l
> ZAmlu?“ by | wm =0 Yw e V), (2.38)

m=1
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Roéznica pomiedzy sformutowaniami przejawia sie w réznej postaci macierzy
A, 1 wektorow by,. Ze wzgledu na dowolnosé funkeji w rownanie (2.38) jest
rownowazne uktadowi réwnan liniowych:

N/
> Agutt=b, m=1,.,N (2.39)
=1

W powyzszym wzorze u?“ oznacza wektor stopni swobody o wymiarze N,

zwigzany z pojedyncza, funkcja bazowa ¢;. Podobnie b, jest wektorem, a A,;
macierzg kwadratowa, kazde o wymiarze N,,.

W celu uproszczenia rozwazari w dalszej czesci pracy notacja uktadu row-
nan przedstawiana jest w zmodyfikowanej postaci. Globalny wektor stopni
swobody, ztozony z wszystkich wektoréw ul"H, jest oznaczany przez u. Liczba
wszystkich jego sktadowych, N, okresla liczbe niewiadomych w uktadzie (liczbe
stopni swobody rozwiazania dyskretnego) i stanowi najwazniejszy parametr de-
terminujacy ztozonos¢ obliczeniowa algorytmoéw rdzenia obliczeniowego MES.
Funkcje bazowe sa przenumerowane tak, ze pojedynczej sktadowej u; wektora u
odpowiada pojedyncza funkcja bazowa ¢;'!. Zmodyfikowany uktad przyjmuje
postac:

N
> Apuy=bn, m=1,..N (2.40)
=1
lub w notacji macierzowe;j:
Au=b (2.41)
Pojedynczy wyraz macierzy A oblicza sie z wzoru:
Api = amps(dm. @) lub Ay = anc(dm, d1) (2.42)
a pojedynczy wyraz wektora prawej strony b dany jest jako:

Kazde rownanie w ukltadzie (2.41) i kazda sktadowa wektora b odpowiadaja
jednej funkcji bazowej ¢,,. Kazda kolumna macierzy A odpowiada pojedynczej
funkcji bazowej ¢y, a kazdy wyraz A,,; w macierzy A odpowiada parze funkcji

(bm i QZ)Z'

1D]a analiz w niniejszej pracy przyjete jest zalozenie, ze réznym sktadowym wektorowych
funkcji niewiadomych i testujacych odpowiadajg identyczne funkcje bazowe. Model imple-
mentacji dopuszcza jednak istnienie réznych funkcji bazowych i réznych przestrzeni funkcji
aproksymujacych dla réznych sktadowych, a co za tym idzie, obejmuje takze takie wersje
MES, jak metody mieszane czy hybrydowe.
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2.5.5 Bloki elementarne i struktura ukladu réwnan liniowych
MES

Zerowanie sie funkcji bazowych MES w obszarze obliczeniowym wszedzie,
poza bardzo matymi podobszarami, prowadzi, na mocy mechanizmu tworzenia
uktadu réwnan, do charakterystycznego dla metody elementéw skonczonych
zerowania sie wiekszosci wyrazéw macierzy A. Dzieki temu niska jest zlozosé
catkowania numerycznego i rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych. Dla $ci-
stego okreslenia struktury uktadu réwnan liniowych wprowadza sie nastepujaca
definicje:

Definicja 2.2 Podobszarem caltkowania nazywany jest pojedynczy element
lub bok elementu, po obszarze ktorego wykonuje sie catkowanie dla co najmniej
jednego wyrazu ze sformutowania stabego.

Pojedynczy wyraz A,,;, obliczany z wzorow (2.42), jest niezerowy wtedy, gdy
odpowiadajace mu funkcje bazowe ¢, 1 ¢; sg jednoczesnie roézne od zera przy-
najmniej w jednym podobszarze catkowania.

Jesli rozwazana aproksymacja jest aproksymacja wyzszego stopnia (kiedy
z pojedynczym obiektem siatki moze by¢ zwiazane kilka funkcji bazowych)
lub aproksymacja problemu wektorowego, funkcje bazowe w sposob naturalny
tacza sie w grupy. Takie grupowanie sie funkcji bazowych indukuje podzial glo-
balnego wektora niewiadomych u (jako wektora wspotezynnikow kombinacji li-
niowej funkcji bazowych) na mniejsze podwektory. Wprowadza sie nastepujaca
definicje:
Definicja 2.3 Podwektorem elementarnym uE wektora niewiadomych u
nazywany jest zbior stopni swobody odpowiadajgcy funkcjom bazowym zwigza-
nym z pojedynczym obiektem siatki.

Na mocy zatozenn dotyczacych aproksymacji MES i powiazania funkcji bazo-
wych z obiektami siatki, podwektory uE sg rozlaczne i sumuja sie do calego
wektora niewiadomych u. Podobne podzialy wprowadza sie dla wektora pra-
wej strony b i macierzy ukladu A, ktora uzyskuje postaé¢ blokowa zgodnie z

WZzOoremni:
Nple

Z A]Ekug = bfl ] = 1a "'7Nble (244)
k=1

gdzie Npje 0znacza liczbe wszystkich podwektoréw elementarnych uE.
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Definicja 2.4 Blokami elementarnymi A?k macierzy uktadu A nazywane
sq bloki okreslone za pomocg wzoru (2.44)'2.

Pojedynczy blok elementarny macierzy A odpowiada parze obiektow siatki.
Wyjatkiem sa bloki na przekatnej gtéwnej, zwane blokami diagonalnymi, ktére
odpowiadaja pojedynczemu obiektowi. Blok jest niezerowy, jesli odpowiada-
jace mu obiekty siatki znajduja sie blisko siebie. Bliskos¢ jest definiowana w
kontekscie zerowania sie funkcji bazowych zwiazanych z obiektami siatki. Dwa
obiekty sg blisko siebie, jesli funkcje bazowe zwiazane z nimi sa jednoczesnie
rozne od zera w co najmniej jednym podobszarze calkowanial.

Struktura macierzy A zilustrowana jest na rys. 2.7 dla przyktadu skalar-
nej aproksymacji trzeciego stopnia w elementach czworokatnych. Wypisane
sa tylko niezerowe wyrazy macierzy: e; oznacza pewien czworokat (scisle jego
wnetrze), wy jeden z jego wierzchotkow, a by jeden z jego bokéw; be oznacza
krawedz nalezaca do elementu sasiedniego es, nie nalezaca do e;. Z obiektami
siatki zwigzane sa grupy funkcji bazowych, a tym z kolei odpowiadaja zazna-
czone na rys. 2.7 grupy wierszy i kolumn A. Poszczegélne bloki elementarne
opisane sg ponizej dla kolejnych grup wierszy macierzy A zwiazanych z kolej-
nymi obiektami siatki. Taka grupa wierszy, poziome pasmo macierzy A, bedzie
miato istotne znaczenie przy implementacji solwera réwnan liniowych.

Blokami elementarnymi na rys. 2.7 sg:

e dla wierzchotka w; — blok diagonalny {A4; 1} i bloki pozadiagonalne:
{ Ao Ais }, { Arg A1y A Aign }1{ Arg Arg },

Ago Az3z
A3z Asgz

Az Agy Azs Asg Azx ; Asg Azg
Asq [T | Asa Ass Asg Asx Azg Asg [’

12W przypadku liniowej aproksymacji funkcji wektorowych, takiej jak np. opisywana w
pracy aproksymacja réwnan Eulera czy klasyczna aproksymacja réwnan liniowej teorii spre-
zystosci, bloki elementarne A?k bezposrednio odpowiadaja macierzom wystepujacym we
wzorach (2.38) i (2.39).

13Przy aproksymacji zwigzanej [60] na siatkach nieregularnych nie ze wszystkimi obiek-
tami siatki mozna zwigzaé¢ funkcje bazowe. Jednocze$nie niektére funkcje bazowe moga by¢
niezerowe w elementach nie zawierajacych obiektu, z ktéorym zwiazana jest dana funkcja.
Mimo to ogolna struktura macierzy A pozostaje taka sama — niezerowe sa te bloki, ktore
odpowiadaja obiektom siatki bliskim sobie, komplikuje si¢ nieco tylko definicja bliskosci.

e dla krawedzi b; — blok diagonalny { i bloki pozadiagonalne:
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wq b1 e1 bo

wy ... A1 A A1z Aia Ay A Air Aig A

bi ... A1 Aso Asz Aoy Ass Ase Asr Axg Asg

br ... A3z1 Aszo Azz Azs Aszs Aze Azr Azg Aszg ..

(&) A4’1 A472 A473 A474 A4,5 A476 A477 (245)
er ... Asi Asp Asz Asa Ass Ase Asy

er ... Ag1 Asp Asz Asca Ass Ase Ast

er ... Arn Aro Ars A7y A7y Arg Arg

by ... Ag1 Agp Asg3 Agg Agyg

by ... Ag1 Agz Aggs Agg Agg

)

Rys. 2.7. Przykladowa struktura niezerowych wyrazéw macierzy A uktadu réwnar
liniowych MES

) As 7 . .
e dla elementu e; — blok diagonaln ’ ’ ’ 1 bloki
! & Y Asa Ass Asp Asy
A7y A7y Az Arg
Ay Ay Auz
) As1 | . ) As2 As3
ozadiagonalne: ’ i ’ ’ ,
P & Ag 1 As2 Ap3
A7 A72 A7z
88 Agg

e dla krawedzi by — blok diagonalny { As, i bloki pozadiagonalne:

Ag . Ago Ag3s
Ag 1 Ago A9z [

Bloki diagonalne sa zawsze kwadratowe, bloki pozadiagonalne moga by¢
prostokatne. Schemat tworzenia blokéw elementarnych macierzy A mozna w
sposOb prosty powtorzy¢ dla wiekszych blokéw zwigzanych z grupami obiek-
téw siatki. Fatwo wyobrazié¢ sobie bloki zwigzane ze wszystkimi obiektami
tworzacymi element e;. Znéw powstatby jeden kwadratowy blok diagonalny
(jego fragmentem bytby kwadrat A; 1 + A17 X A11 + Ay 7) oraz bloki poza-
diagonalne zwiagzane z obiektami sasiadujacymi z e;. Fragmentem jednego
z takich blokéw, odpowiadajacemu parze elementéw e; i eq, bylby prostokat
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Ai1g+ A9 x A1 + Ay 7. 1dac dalej, mozna tworzy¢ bloki zwigzane z matymi
grupami sasiadujacych elementow (,tatami” elementow) i jeszcze dalej, bloki
zwigzane z duzymi podobszarami obszaru obliczeniowego.

Istotna cecha blokéw elementarnych jest to, ze dla standardowych apro-
ksymacji wszystkie ich wyrazy sa niezerowe. Dla wiekszych blokéw nie jest
to prawda. Juz bloki zwiazane z pojedynczym elementem zawieraja zerowe
fragmenty macierzy A. Na rys. 2.7 widaé, ze prostokatny blok pozadiagonalny
zwiazany z e; 1 ez bedzie mial zera we wszystkich wierszach odpowiadaja-
cych wnetrzu e; (wyrazy na przecieciu wierszy od 4 do 7 i kolumn od 8 do
9). Przy tworzeniu jeszcze wiekszych blokow zera pojawiaja sie takze w blo-
kach diagonalnych. Dla bloku diagonalnego zwiazanego z parg elementéw e
i eg wymienione wyzej zera z bloku pozadiagonalnego przenosza sie do bloku
diagonalnego. W sytuacji gdy bloki odpowiadaja duzym podobszarom, ich
struktura jest zblizona do struktury samej macierzy A.

Rzadka struktura macierzy A jest wykorzystywana przez wszystkie solwery
uktadéw rownan liniowych uzywane w programach MES. Proste rozumowanie
dla strukturalnej siatki szesciennej i cigglej liniowej skalarnej aproksymacji po-
kazuje, ze liczba niezerowych wyrazéw w pojedynczym wierszu A jest stata i
wynosi 27. Przy liczbie niewiadomych rzedu milionéw daje to wspoétezynnik
rzadkosci (procent zer w macierzy) ponad 99.99%. Dla dowolnej siatki i ograni-
czonego stopnia aproksymacji (zazwyczaj w praktyce stopien aproksymacji nie
przekracza dwudziestu) liczba niezerowych wyrazéw w pojedynczym wierszu
A jest ograniczona. W obliczeniach wielkiej skali, gdy liczba stopni swobody
wynosi kilka milionéw, wspotezynnik rzadkosci przekracza 99%, nawet w przy-
padku aproksymacji wyzszego stopnia i siatek niestrukturalnych.

2.6 Calkowanie numeryczne

2.6.1 Calki sformulowania stabego

Istotnym czynnikiem koniecznym do uwzglednienia przy implementacji pro-
gramOw MES jest sposob obliczania poszczegbdlnych wyrazéw macierzy A i
wektora prawej strony b . Na mocy wzorow (2.42) i (2.43) kazdy taki wyraz
jest suma, calek ze sformutowania stabego. Kazda caltka jest sumag catek lo-
kalnych, pochodzacych od poszczegblnych podobszaréw catkowania. W kazdej
calce lokalnej (calce elementowej lub calce po boku elementu) wystepuja funk-
cje bazowe (bezposrednio albo po zrézniczkowaniu), odpowiadajace danemu
wyrazowi macierzy A lub wektora b. Pojedyncza catka elementowa charakte-
ryzowana jest przez nastepujace parametry:
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e podobszar calkowania i zwigzany z nim element calkowania (objeto-
Sciowy, powierzchniowy lub liniowy),

e wspotezynnik bedacy sktadowa odpowiedniej funkeji (M, AY B! C, s
lub q') wystepujacej w aproksymowanym zagadnieniu,

e ewentualnie, rozwigzanie i/lub jego pochodna w poprzedniej chwili lub
iteracji,

e iloczyn funkcji bazowej (lub jej pochodnej) odpowiadajacej funkcji nie-
wiadomej z funkcja bazowa (lub jej pochodna) odpowiadajaca funkeji
testujacej.

W calkach odpowiadajacych wektorowi prawej strony w miejscu pary funkcji
bazowych wystepuje pojedyncza funkcja bazowa odpowiadajaca funkcji testu-
Jacej.

Wzory analityczne zwiazane z procedurami catkowania przedstawione zo-
stana ponizej na przyktadzie caltki elementowej, odpowiadajacej wyrazowi kon-
wekcyjnemu ze sformutowania MES dla obszaru tréjwymiarowego, zawierajacej
wszystkie typy funkeji pojawiajace sie w sformutowaniach (2.30) i (2.31):

C= / bl (x,u", Vu")%gmd(l (2.46)
Qe 8:131
Catkowanie pozostalych wyrazow ze sformulowan (2.30) i (2.31) odbywa si¢
wedlug procedur uzyskanych przez proste modyfikacje technik opisanych dla
(2.46).

2.6.2 Kwadratury calkowania numerycznego

Podstawowa technika, catkowania w programach MES jest catkowanie nume-
ryczne oparte na kwadraturach zdefiniowanych dla elementéw odniesienia.
Pierwszym krokiem calkowania jest zmiana zmiennych i przeniesienie obszaru
catkowania do elementu odniesienia:

¢~ [ (@) Vau @) 2 Kb detap a0 (2an

29

gdzie J T, OzZnacza macierz jakobianowg transformacji T'e, a 7> jest kolumna
macierzy jakobianowej JT;1, JT;1 = g—g, ktora odpowiada transformacji

odwrotnej T, 1.
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Znajdujacy sie w calce (2.46) wspotczynnik funkcyjny ma maksymalny sto-
pient ztozonosci — jest zalezny od polozenia punktu oraz wartosci niewiadomej
funkcji i jej gradientu, dla poprzedniej chwili lub iteracji. Zazwyczaj ztozonosé
zaleznosei jest mniejsza, w wielu typowych zagadnieniach (np. liniowa teoria
sprezystosci) wspotezynniki sg state w calym obszarze elementu.

Istnieje wiele kwadratur zaprojektowanych dla poszczegélnych typow ele-
mentow odniesienia i réznych typéw aproksymacji. Maja one rézne wlasnosci
numeryczne, jednak ich implementacja przebiega wedlug tego samego sche-
matu. Rozwazana caltka zamieniana jest na sume wartosci funkcji podcatkowej
w wybranych punktach pomnozonych przez wagi zwigzane z punktami. Jesli
¢! oznacza wspolrzedne I-tego punktu catkowania w elemencie odniesienia, a

v! wage z nim zwiazana, to catke C przybliza si¢ wzorem:

c~ Zbl % 1) 28 (eineh) der I €l (a9

W powyzszym wzorze pominieto zaleznosci posrednie funkcji b'. Ostatecznym,
niezaleznym argumentem wspoélczynnikéw funkeji podcatkowych sa wspol-
rzedne punktu catkowania, od ktorych zaleza wszystkie funkcje posrednie.

Dobér typu kwadratury i liczby punktéw catkowania Ny zalezy od funk-
cji podcatkowej i obszaru catkowania. W analizach niniejszej pracy zaklada
sie zastosowanie, optymalnych dla calkowania funkcji wielomianowych i opra-
cowanych dla typowych elementéw odniesienia, kwadratur Gaussa (ro6znych
rodzajow: Gaussa-Legendre’a, Gaussa-Radau’a lub Gaussa-Lobatto).

Rzad wykorzystywanej kwadratury, okreslajacy liczbe punktéw catkowania,
jest istotnym czynnikiem dla efektywnosci catkowania numerycznego. W kla-
sycznej teorii zbieznosci MES, dla eliptycznych problemoéw liniowych i elemen-
toéw izoparametrycznych, przyjmuje sie, ze catkowanie powinno by¢ doktadne
dla wielomianu wystepujacego jako funkcja podcatkowa, bez uzwglednienia
transformacji do elementu rzeczywistego [52]. W jednym wymiarze przestrzen-
nym oznacza to, ze dla funkcji ksztattu bedacych wielomianami stopnia p ko-
nieczne jest wycatkowanie doktadne wielomianéw stopnia 2p, co w przypadku
zastosowania kwadratur Gaussa-Legendre’a wymaga uzycia p+ 1 punktow cal-
kowania. Jesli funkcje ksztaltu w elemencie prostokatnym lub szesciennym sg
iloczynami kartezjanskimi jednowymiarowych wielomianéw o stopniu p, to dla
sformutowan (2.30) i (2.31) wystarczajace jest zastosowanie np. kwadratury
Gaussa-Legendre’a, bedacej iloczynem kartezjariskim jednowymiarowych kwa-
dratur rzedu p+1 (p+1 punktow catkowania w kazdym kierunku). Dla innych
typow elementéw lub innych rodzajow kwadratur zaleznosé liczby punktoéow cat-



50

kowania od stopnia aproksymacji jest bardziej ztozona [69], [161], jednak rzad
zaleznosci pozostaje ten sam, a liczba punktéw zblizona.

2.6.3 Aproksymacja geometrii elementéw

Postaé procedur catkowania numerycznego i w konsekwencji ich ztozono$é obli-
czeniowa zaleza od definicji transformacji T, okreslajacych geometrie elemen-
téw. Podobnie jak rozwiazanie dyskretyzowanego problemu, réwniez geome-
tria pojedynczych elementéw, a w konsekwencji catego obszaru obliczeniowego,
moze byé¢ aproksymowana przy uzyciu funkcji ksztaltu. Wspoédtrzedne dowol-
nego punktu w elemencie rzeczywistym sa wtedy kombinacjami liniowymi od-
powiednich geometrycznych funkcji ksztattu. Zaleznie od sposobu aproksyma-
¢ji i doboru funkcji ksztattu wspoétezynnikami kombinacji sa albo wspotrzedne
wybranych punktéow w elemencie rzeczywistym (tak bedzie np. dla interpolacji
Lagrange’a), albo inne parametry, np. uzyskane poprzez rozwiazanie szeregu
zadan lokalnej projekeji [24].

Jezeli funkcje ksztattu uzyte do aproksymacji geometrii sa identyczne z
uzytymi do aproksymacji rozwiazania, mamy do czynienia z elementem izopa-
rametrycznym. W analizach przeprowadzanych w niniejszej pracy i w modelu
implementacji zaktada sie sytuacje ogélniejsza. Dla kazdego elementu istnieje
Ng geometrycznych funkcji ksztattu. Wspotrzedne dowolnego punktu w ele-
mencie obliczane sg jako ich kombinacja liniowa o znanych wspoétczynnikach
(dostarczanych np. przez generator siatki MES). Podobnie jak przy aproksy-
macji rozwigzania, funkcje ksztattu zwigzane sy z elementem odniesienia, na-
tomiast wspolezynniki kombinacji liniowej (geometryczne stopnie swobody) sa
odrebne dla kazdego elementu rzeczywistego.

Przypadkiem czesto spotykanym w praktyce jest zastosowanie liniowej apro-
ksymacji geometrii, co odpowiada afinicznemu odwzorowaniu elementu odnie-
sia, bedacemu potlaczeniem translacji, obrotu i przeskalowania osi. Zaleta od-
wzorowania afinicznego jest statos¢ macierzy jakobianowych J T 1J T+ v

calym elemencie.

Zastosowanie aproksymacji skonczenie elementowej pierwszego stopnia
zwicksza ztozonosé obliczeniows transformacji (nie dotyczy to elementéw troj-
katnych i czworosciennych), dajac w zamian wieksza elastycznosé w ksztalto-
waniu siatki MES. Geometria elementu rzeczywistego jest wtedy odwzorowy-
wana za pomoca kombinacji wieloliniowych funkcji ksztattu, ktérych wspot-
czynnikami sa wspolrzedne wierzchotkéw elementu. Elementy odniesienia
moga zosta¢ odwzorowane w elementy rzeczywiste o dowolnie potozonych
wierzchotkach. Cena, jaka ptaci sie za te elastycznosé, jest zwiekszony koszt
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obliczeniowy zwiazany ze zmienno$cia jakobianu transformacji wewnatrz ele-
mentu.

Ze wzgledu na powyzsze komplikacje w przypadku wieloliniowej aproksy-
magcji geometrii praktyczng alternatyws staje sie uzycie elementu izoparame-
trycznego z aproksymacja geometrii wyzszego stopnia. Nie ponosi sie wtedy do-
datkowych kosztoéw zwigzanych z obliczaniem wartosci geometrycznych funkcji
ksztaltu, ktore sa identyczne z funkcjami ksztattu dla rozwiazania. Jedyny do-
datkowy koszt zwigzany jest z obliczeniem pochodnej g—zg, bedacej kombinacja

liniows funkcji ksztattu.

2.6.4 Zlozono$é¢ obliczeniowa calkowania numerycznego

Pamieciowa ztozonosé obliczeniowa calkowania numerycznego jest stata, nieza-
lezna od rozmiaru zadania. Koszt przechowywania struktury danych MES (wy-
magania zwiazane z przechowywaniem danych o siatce i aproksymacji MES)
jest zalezny od implementacji, i jako taki jest analizowany w rozdz. 4.

ZYozonos¢ czasowa catkowania numerycznego okresla czas tworzenia macie-
rzy uktadu A i wektora prawej strony b, w funkcji wybranych parametrow.
Parametrami tymi moga by¢: liczba stopni swobody N, sktadajace sie na nia
— liczba elementéw w siatce MES Ny i stopien aproksymacji p, a takze charak-
terystyki okreslajace geometrie elementéw i rodzaj kwadratury catkowania. W
dwodch nastepnych punktach przedstawiona jest analiza ztozonosci czasowej w
przypadku obliczania catek sktadajacych sie na wyrazy macierzy A. Zlozonosé
obliczen zwigzanych z tworzeniem wektora b, ze wzgledu na podobny sposéb
catkowania pojedynczych wyrazéow, pozostaje do niej w proporcji bliskiej pro-
porcji liczby wyrazéw wektora b do liczby niezerowych wyrazéw macierzy A.
Ta ostatnia proporcja zalezy od struktury siatki elementéw i typu aproksyma-
cji. Niemniej koszt tworzenia wektora prawej strony b jest co najmniej o jeden
rzad wielkogci mniejszy (w przypadku obliczeni tréjwymiarowych) od kosztu
tworzenia macierzy A.

Liczba operacji zwigzanych z tworzeniem macierzy A, wykonywanych w
pojedynczym podobszarze catkowania, wynika bezposrednio z wzoréw caltko-
wania numerycznego. Kazda catka z odpowiedniego sformulowania stabego
musi zostaé obliczona dla kazdej pary funkcji bazowych, nie zerujacych sie w
danym podobszarze catkowania. Kazdej funkcji bazowej ograniczonej do pod-
obszaru catkowania odpowiada funkcja ksztaltu'®. Kazda catka obliczana jest
jako suma wartosci w poszczeg6lnych punktach catkowania.

1 Wyjatkiem jest wspominana juz aproksymacja zwiazana na siatkach nieregularnych. Jed-
nak i w tym wypadku calkowanie numeryczne przeprowadzane jest w sposéb opisany dla
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Efektem calkowania po elemencie jest lokalna macierz elementowa i elemen-
towy wektor prawej strony'®. Wyrazy z macierzy elementowej i elementowego
wektora prawej strony wpisywane sg w odpowiednie miejsca globalnej macierzy
uktadu i globalnego wektora prawej strony w procedurze agregacji. Ztozonosé
obliczeniowa tej ostatniej zalezy od implementacji solwera rownan liniowych
i interfejsu pomiedzy rdzeniem obliczeniowym MES i solwerem. Zlozonosé¢ ta
jest analizowana w rozdz. 4, dotyczacym implementacji algorytméw MES.

Analiza czasowe] zlozonosci obliczeniowej calkowania numerycznego prze-
prowadzona zostanie w dwoch etapach. W pierwszym rozwazone beda wszyst-
kie elementy sktadowe wystepujace w sformutowaniach (2.30) i (2.31). To-
warzyszy¢ temu bedzie okreslenie rzedu ztozonosci dla przypadku tréojwymia-
rowego elementu o aproksymacji geometrii za pomocag Ng geometrycznych
funkcji ksztattu i aproksymacji rozwigzania z uzyciem Nk funkcji ksztaltu.
W wypadku uzycia elementu izoparametrycznego Ng = Nk, a w wypadku
liniowej aproksymacji geometrii Ng = 4. W drugim etapie analizy oméwiony
zostanie szczegdéltowo konkretny przyktad aproksymacji niecigglej z zastosowa-
niem elementéw pryzmatycznych stopnia p.

2.6.5 Analiza czasowej zlozonosci obliczeniowej catkowania
numerycznego — przypadek ogdlny

Utworzenie lokalnej elementowej macierzy dla sformutowan (2.30) i (2.31) zwia-
zane jest z obliczeniem, w kazdym punkcie catkowania, elementéw sktadowych
wystepujacych w odpowiednich catkach. Elementami tymi sa:

e wartodci funkcji ksztattu gZ;m(E) i ich pochodnych wzgledem wspotrzed-

nych elementu odniesienia (%5”75(5) Liczba koniecznych operacji jest za-

lezna od stopnia aproksymacji. Dla pojedynczego jednowymiarowego
wielomianu stopnia p liczba operacji do obliczenia wartosci w punkcie,
przy zastosowaniu klasycznego wzoru Hornera, wynosi 2p. Dla funk-
cji bedacych iloczynami wielomianéw jednowymiarowych rzad zlozono-
$ci pozostaje ten sam. Dla obliczanych oddzielnie Nk funkcji ksztattu
daje to O(pNxk) operacji. W przypadku przestrzeni zupelnych wielomia-
néw stopnia p, ktérej baze stanowia wszystkie jednomiany o sumie poteg
poszczegbdlnych zmiennych mniejszej lub réwnej p, liczba sktadnikow w

klasycznej aproksymacji, a roznice pojawiaja sie w fazie agregacji globalnej macierzy uktadu
A [60].

5 Tradycyjne nazwy, wywodzace sie z zastosowari w mechanice ciala stalego, to elementowa,
macierz sztywnosci i elementowy wektor obciazenia.
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pojedynczym wielomianie jest rzedu p® w przestrzeni i p? na plaszczyz-
nie. Najwyzsza potega wystepujaca w sktadnikach wynosi p. W przy-
padku odrebnego obliczania wartosci dla réznych funkeji ksztattu, liczba
operacji bytaby rzedu p* Nx. W praktyce postepuje sie inaczej. Najcze-
Sciej, w konkretnym punkcie catkowania oblicza sie jednoczesnie wartosé
wszystkich funkcji ksztattu i ich pochodnych wzgledem wspoétrzednych
w elemencie odniesienia. Pozwala to zmniejszy¢ liczbe operacji do rzedu
Nk, ze wspoétczynnikiem przy najwyzszej potedze rzedu kilku lub kil-
kunastu (w dalszych oszacowaniach przyjmowana bedzie liczba operacji
8 Nk, spotykana w praktyce przy funkcjach ksztattu bedacych iloczynami
tensorowymi);

warto$ci geometrycznych funkcji ksztattu i ich pochodnych. Liczba ope-
racji jest podobna jak przy obliczaniu wartosci funkcji ksztattu dla apro-
ksymacji rozwigzania, przy czym role Nk pelni liczba geometrycznych
funkeji ksztattu Ng;

wspohrzedne punktu w elemencie rzeczywistym x(&! ) i ich pochodne
wzgledem wspotrzednych elementu odniesienia, tworzace macierz jako-
bianowa Jp . Jesli wynik jest kombinacja liniowa geometrycznych funk-
cji ksztaltu, obliczenia wymagaja 24 Ng operacji. Wraz z kosztem ob-
liczenia wartosci geometrycznych funkcji ksztaltu daje to (8 + 24)Ng
operacji. Jesli aproksymacja geometrii nie jest wielomianowa, koszt ob-
liczert moze by¢ znacznie wyzszy i zalezny od wymaganych dziatai;

odwrotnosé¢ J i}e macierzy jakobianowej Jpp , J i}e =J T Odwroce-
nie macierzy 2 x 2 lub 3 x 3 wymaga stalej liczby operacji, oznaczanej
przez Nj (w ostatecznych obliczeniach dla przyktadéw trojwymiarowych
przyjeta jest liczba 54). Przy okazji obliczany jest wyznacznik det J T.;

wartosci pochodnych funkcji ksztattu wzgledem wspotrzednych elementu
rzeczywistego. Obliczenie trzech pochodnych kazdej z funkcji ksztattu
wymaga 3 - 6 operacji obliczenia iloczynu z macierza jakobianowa J -1
Laczny koszt obliczen uwzgledniajacy konieczne kroki posrednie Wyni)si
(6 + 18)NG + (6 + 18)NK + Ny;

wartos¢ funkcji niewiadomej. Obliczenie kombinacji liniowej funkcji
ksztaltu wymaga 2Nk operacji;

wartosci pochodnych funkcji niewiadomej wzgledem wspotrzednych ele-
mentu rzeczywistego. Kazda z trzech pochodnych jest kombinacja li-
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niowa pochodnych funkcji ksztaltu wzgledem wspoélrzednych elementu
rzeczywistego. Laczny koszt obliczen wynosi (6 + 18)Ng + (6 + 18+
+6) Nk + Ny;

e wartos¢ odpowiedniego wspotczynnika ze sformutowania stabego. Sred-
nia liczba operacji potrzebnych do obliczenia wspétczynnika w pojedyn-
czym punkcie catlkowania bedzie oznaczana przez Nw. Moze ona przy-
biera¢ wartosci od zera (wspoélczynniki stale w elemencie) do tysiecy,
zaleznie od problemu.

Klasycznym sposobem calkowania numerycznego jest wykonywanie petli
po punktach catkowania, jako najbardziej zewnetrznej petli algorytmu. Dzieki
temu w pojedynczym punkcie catkowania mozna obliczy¢ wartosci wszystkich
funkcji ksztaltu i ich pochodnych oraz innych potrzebnych do catkowania wiel-
kosci. Nastepnie w podwdjnej petli po funkcjach ksztaltu (odpowiadajacych
niewiadomej funkcji i funkcji testujacej) nastepuje wysumowanie caltek odpo-
wiadajacych poszczegdlnym wyrazom lokalnej macierzy elementowej. Istotnym
elementem klasycznego algorytmu catkowania numerycznego jest jednoczesne
obliczanie w pojedynczym punkcie catkowania wszystkich calek ze sformuto-
wania stabego, przy wykorzystaniu jednorazowo obliczonych elementéw skta-
dowych catek. Postepowanie inne, w ktorym poszczegoélne calki obliczane sa
oddzielnie, niesie z sobg zwielokrotnienie naktadéw obliczeniowych, ze wzgledu
na koniecznosé wielokrotnych obliczen tych samych elementéw sktadowych dla
roznych catek.

Dla pojedynczego wyrazu macierzy elementowej liczba wyrazéw o réznych
wspoétezynnikach, odpowiadajacych réznym kombinacjom pochodnych i war-
tosci funkeji ksztaltu, moze wynosi¢ maksymalnie 13 dla sformutowan (2.30) i
(2.31) (9 dla macierzy A¥, 3 dla macierzy B’ i po jednym dla macierzy C i
M, i,j=1,2,3). Jesli oznaczymy ja przez N¢, to liczba operacji wymaganych
do wysumowania pojedynczego wyrazu macierzy elementowej, w pojedynczym
punkcie catkowania wynosié bedzie 3Nc. W polaczeniu z liczba wyrazéow w
macierzy elementowej NIQ( i liczba punktow catkowania N7 daje to SNCNINIQ(
operacji.

Ostatecznie ztozonosé czasowa algorytmu catkowania numerycznego dla u-
tworzenia pojedynczej macierzy elementowej mozna oszacowaé z gory przez
wielkogé (3NcNZ + NeNw + 34Ng + 34Nk + Nj) Ni, gdzie uwzglednione zo-

staly wszystkie naklady w pojedynczym punkcie calkowanialS.

6W przypadku probleméw wektorowych i jednakowych funkcji ksztaltu dla wszyst-
kich sktadowych funkcji niewiadomej i testujacej, modyfikacja ztozonosci czasowej po-
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W wielu zastosowaniach, dla ktérych czas rozwiazania uktadu réwnan nie
dominuje znaczaco nad czasem tworzenia macierzy uktadu, wysoka ztozonosé
czasowa catkowania numerycznego stanowi istotna wade metody elementdw
skoniczonych. Z obliczeniowego punktu widzenia metoda réznic skoriczonych
(MRS) odpowiada metodzie elementéw skoniczonych, dla ktorej uprzednio do-
konano catkowania numerycznego. Aby uczyni¢ MES konkurencyjng z MRS,
procedura calkowania numerycznego musi zosta¢ poddana optymalizacji.

Najdalej idaca optymalizacja byloby unikniecie catkowania numerycznego
w ogodle. Dla liniowych zagadnienn o wspoétezynnikach stalych w elemencie oraz
dla siatek elementéw bedacych afinicznymi odwzorowaniami elementéw odnie-
sienia catkowanie numeryczne mozna przeprowadzi¢ jednorazowo dla kazdej
kombinacji typu elementu oraz stopnia aproksymacji, a nastepnie wykorzy-
stywa¢ przechowywane wartoéci. Dla obliczenn z duza liczba elementéow w
obszarach o zlozonej geometrii korzystna technika jest specjalna wersja wie-
loblokowej generacji siatki, w ktorej dla blokéw blisko brzegu obszaru generuje
sie siatki elementéw izoparametrycznych, dobrze aproksymujacych geometrie,
natomiast wewnatrz obszaru tworzy sie bloki elementoéw liniowych, dla ktérych
mozna zoptymalizowaé catkowanie numeryczne.

Dla probleméw liniowych i nieliniowej aproksymacji geometrii elementow,
dominujacym kosztem jest sumowanie wyrazéw macierzy elementowej i oblicza-
nie pochodnych funkeji ksztaltu wzgledem wspoélrzednych fizycznych (wspot-
rzednych elementu rzeczywistego). Pochodne te sa rozne dla kazdego punktu
catkowania. Obnizenie zlozono$ci mozna uzyskaé poprzez jednorazowe obli-
czenie i stablicowanie warto$ci funkcji ksztattu i ich pochodnych wzgledem
wspolrzednych elementu odniesienia we wszystkich punktach catkowania.

W przypadku probleméw nieliniowych i liniowej aproksymacji geometrii ele-
mentéw stablicowaé mozna wszystkie sktadniki catek, z wyjatkiem nieliniowych
wspotezynnikéw. Nie udaje sie jednak unikngé sumowania wyrazéw macierzy
elementowej w potréjnej petli.

Dla probleméw nieliniowych i nieliniowej aproksymacji geometrii elementéw
konieczne jest wykonanie wszystkich obliczen w punktach calkowania. Dla
elementéw nizszego rzedu koszt obliczen elementéw sktadowych catek moze
przewyzszaé koszt sumowania wyrazow macierzy elementowej. Jednak dla

lega na zwigkszeniu kosztu obliczenia wspoélczynnikow calek (kazdy wspolezynnik jest
macierza N, X N,) oraz zwiekszeniu zlozonosci sumowania, dla ktorego dochodza pe-
tle po skladowych funkcji wektorowych. Ostatecznie zlozono$é¢ catkowania ma postaé
(3NCN3NI2< + NchNg + 34Ng + 34Nk + NJ) Ni. Zwazywszy na zwiekszenie, w porow-
naniu z przypadkiem skalarnym, liczby stopni swobody, ktéra wynosi N, Nk, liczba operacji
przypadajaca na jeden stopieri swobody zmniejsza sie.
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aproksymacji stopnia wyzszego od trzech ten ostatni jest z reguly istotniej-
szy (wyjatkiem moglyby by¢ problemy z bardzo ztozonymi wspoétczynnikami).

W przypadku gdy koszt sumowania wyrazoéw macierzy jest dominujacy,
mozna w niektorych sytuacjach osiaggnaé¢ istotna redukcje ztozonosci czaso-
wej, takze dla przypadkdéw nieliniowych fizycznie i geometrycznie. Dla funkcji
ksztaltu bedacych iloczynami tensorowymi i kwadratur bedacych iloczynami
tensorowymi mozna zredukowacé liczbe operacji potrzebnych do wysumowania
wyrazOw macierzy elementowej, poprzez polaczenie catkowania i obliczania
wartosci funkcji ksztaltu oraz zastosowanie tablicowania wybranych wielkosci.
Procedura polega na tym, ze nie dokonuje sie tensorowego iloczynu funkcji
ksztaltu, lecz pozostawia wielomiany z przestrzeni nizszego wymiaru. Nastep-
nie dokonuje sie calkowania w przestrzeni nizszego wymiaru dla wszystkich
kombinacji tak uzyskanych funkcji ksztattu i ich pochodnych. Wyniki zapisuje
sie w tablicy, a nastepnie wykorzystuje do catkowania w pozostaltych wymia-
rach przestrzennych, w trakcie ktérych dokonuje sie ostatecznego iloczynu ten-
sorowego funkcji ksztattu. Tym sposobem mozna zmniejszy¢ rzad ztozonosci
czasowej sumowania wyrazéw macierzy elementowej do pNgN1. Zmodyfiko-
wany algorytm ma istotny narzut obliczeniowy zwiazany z bardziej zlozona
struktura petli i wykazuje zdecydowang przewage nad algorytmem klasycznym
od stopni aproksymacji powyzej pieciu [119].

Dalsze oszczednosci moze przyniesé uzycie specjalnych, dostosowanych do
siebie funkcji ksztattu i kwadratur catkowania. Jesli funkcje ksztattu zwigzane
z wnetrzem elementu dobrane zostana tak, ze beda sie zerowaé w wiekszosci
punktow catkowania (praktycznie wszystkich, z wyjatkiem kilku), to wiekszosé
wyrazéw macierzy elementowej bedzie sie zerowaé, ich obliczanie bedzie mozna
pominaé, a rzad ztozonosci sumowania wyrazow macierzy elementowej ulegnie
dalszej redukcji do wartoéci Ny Vy.

2.6.6 Analiza czasowej zlozonosci obliczeniowej caltkowania
numerycznego — przypadek szczegdlny jednorodnej apro-
ksymacji nieciagglej dla problemu dyfuzji

Ponizej przedstawiony jest przykitad analizy zlozonosci czasowej calkowania
numerycznego dla konkretnej uproszczonej sytuacji:

e rozwigzywanym problemem jest skalarne nieliniowe réwnanie dyfuzji:

(K7 (Vuuy) =s (2.49)

)
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e aproksymacja odbywa sie za pomoca funkcji nieciaglych (zmodyfikowane
sformutowanie 2.31), kazda funkcja bazowa jest okreslona (niezerowa) we
wnetrzu pojedynczego elementu,

e wykorzystane sa geometrycznie liniowe elementy pryzmatyczne o jedna-
kowym stopniu aproksymacji rozwiazania,

e dla aproksymacji stopnia p funkcjami ksztaltu w elemencie odniesienia
sg iloczyny tensorowe zupelnych wielomiandéw stopnia p na ptaszczyznie
zy 1 jednowymiarowych wielomianéw stopnia p w kierunku z.

Dla rozwazanego problemu sformutowanie (2.31) upraszcza sie do wzoru:
/ kY (Vu)w ju ;dQ +
+/ <k (Vu)n'w ;> [u] — [w] <k (Vu)n'u, >) dl' + (2.50)
+/ (k:“(Vu)n w ju — kY (Vu)n'wu, ) dl' =
—/ swd) + k”(Vu)n 'wj fpdl’

Dla oceny zlozonosci czasowej catkowania numerycznego istotne sa tylko
dwa pierwsze wyrazy (2.50). Wynika to z nastepujacych faktow:

e przy obliczeniach wielkiej skali liczba bokéw wewnetrznych zdecydowanie
przewyzsza liczbe bokéw zewnetrznych z warunkiem Dirichleta,

e obliczenia dla pojedynczego boku wewnetrznego pochtaniajg ponad czte-
rokrotnie wiecej operacji niz obliczenia dla pojedynczego boku zewnetrz-
nego,

e calki po prawej stronie obliczane sg dla pojedynczych funkcji ksztalttu i
wymagaja istotnie kroétszego czasu obliczeri niz calki tworzace macierz
elementows,

W rozwazanym przypadku catkowanie numeryczne w pojedynczym elemen-
cie nie wymaga obliczania wspoétrzednych punktéow catkowania w elemencie
rzeczywistym, posiada takze stale jakobiany transformacji, ktore oblicza sie
jednorazowo dla kazdego elementu. To samo odnosi sie do catkowania po brze-
gach elementéw, przy czym dodatkowo oblicza sie jednokrotnie dla kazdego
brzegu wspoétrzedne jednostkowego wektora normalnego.



o8

Tablica 2.3. Liczba punktéw catkowania w kwadraturze Gaussa-Legendre’a dla

elementu trojkatnego potrzebnych do doktadnego obliczenia caltki z
wielomianu stopnia 2(p —1)

Stopien aproksymacji p 21314516 | 78910

Liczba punktéw catkowania | 3 | 6 | 12 | 16 | 25 | 33 | 42 | 52 | 70

D
liczb

la pierwszego wyrazu wzoru (2.50), catkowania po obszarach elementow,
a operacji bedzie zalezna od:

liczby elementéw Ng,

liczby catek do obliczenia N¢ (kazda catka odpowiada wspotczynnikowi
k% i odpowiedniej kombinacji pochodnych funkcji bazowych). W ogol-
nym anizotropowym przypadku (wszystkie sktadowe k% rézne od zera)
N¢ jest rowne 9,

nakladow Nw zwiazanych z obliczeniem pojedynczego wspolczynnika

k',
stopnia aproksymaciji p,
liczby funkcji ksztalttu Ng w elemencie, Ng = %(p +1)2%(p+2),

liczby punktéw catkowania Ni, réwnej liczbie punktéw na plaszczyznie
potrzebnych do doktadnego wycatkowania wielomianéw stopnia 2(p —1),
podanej w tabl. 2.3 i oznaczanej przez p,,, pomnozonej przez liczbe p
punktoéw w kierunku osi z'7. Ostateczna liczba punktéw catkowania jest
rzedu p?, bliska %p?’.

Dla drugiego sktadnika wzoru (2.50), sumy calek po wewnetrznych bokach
elementow, funkcje liczby elementéw pelni liczba bokéw wewnetrznych, a liczba
punktow catkowania obliczana jest dla calek powierzchniowych. Przy zagesz-

czan

iu siatki poprzez jednorodne izotropowe podzialy elementéw pryzmatycz-

nych, liczba bokéw zmierza asymptotycznie do % liczby elementéw. Przy kazdo-
razowym zageszczeniu liczba bokéw wewnetrznych przyrasta dwa razy szybciej

17Ze wzgledu na niewystepowanie wyrazow rzedu zerowego w sformutowaniu (2.50) rzad

kwad

ratury jest nizszy o jeden w poréwnaniu z przypadkiem ogélnym.
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niz liczba bokéw zewnetrznych. Do oszacowan przyjeta jest, asymptotycznie
doktadna, liczba bokéw wewnetrznych réwna % liczby elementéw.

Liczba punktéw catkowania jest rézna dla bokéw prostokatnych i bokow
trojkatnych. Dla tych pierwszych wynosi p?, przy zalozeniu uzycia iloczynu
tensorowego kwadratur, identycznych jak kwadratura zastosowana wzdluz
osi z wewnatrz elementu. Dla bokéw trojkatnych zastosowanie kwadratury
Gaussa-Legendre’a prowadzi do liczby punktéw catkowania bliskiej %pQ (patrz
tabl. 2.3).

W sformulowaniu (2.50) wystepuja dwa wyrazy catkowane po bokach ele-
mentéw i tylko jeden wycatkowywany we wnetrzu. Ponadto liczba par funk-
cji ksztaltu, dla ktoérych obliczane sa catki na bokach elementéw wynosi
4NEZ = (p+ 1)*(p + 2)%2. W calkach tych wystepuja iloczyny skalarne wier-
szy macierzy wspotczynnikéw k% i wektora normalnego do brzegu. W efekcie
liczba calek jest réwna 3, natomiast koszt obliczeniowy powyzszych operacji
dla pojedynczej catki wynosi 6 Ny .

Ostatecznie zlozonosé czasowa obliczania catek wynosi:

e w przypadku catek po wnetrzach elementéw:

3 2
(4Nc(p +D*p+2)? + NwNe +17(p+1)*(p +2) + 190> §p?’J\fE (2.51)

e natomiast dla calek po bokach elementéw:
13
(6Nc(p+ 1) (0 +2)° + 2NwNe + 34(p + 1)*(p +2) + 380) 9" Np - (2.52)

W celu dalszego skonkretyzowania poréwnania rozwazony jest przypadek
zagadnienia dyfuzji (2.2). Dzieki znajomosci rozwiazania doktadnego mozliwe
staje sie dla tego przypadku obliczenie btedu rozwiazania przyblizonego i po-
réwnanie efektywnosci aproksymacji réznych stopni'®.

Rysunek 2.9 pokazuje przyktadowe rozwiazanie problemu dla siatki z rys. 2.8
i stopnia aproksymacji p = 3. Tablica 2.4 oraz rys. 2.10 i 2.11 przedstawiaja
zbieznos¢ aproksymacji NG dla réznych stopni aproksymacji od 2 do 7. W
celu uzyskania zaprezentowanych tam wynikéw wykorzystane zostaty siatki
powstate w efekcie rownomiernego zageszczania siatki z rys. 2.8. Pojedyncza
adaptacja siatki powoduje dwukrotne zmniejszenie charakterystycznego linio-
wego rozmiaru elementu h. Oszacowania btedu dla nieciggtej aproksymacji

18Wprawdzie rozpatrywany problem nie jest juz nieliniowy, ale analizie efektywnosci pod-
dane zostanie calkowanie bez uproszczen jakie to potencjalnie wnosi.
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Tablica 2.4. Aproksymacja réownania Laplace’a w szescianie jednostkowym z za-
stosowaniem niecigglej dyskretyzacji Galerkina: eksperymentalna
szybko$¢ zbieznosei (warto$¢ wyktadnika potegi h w oszacowaniu
btedu) w normach L? i H', dla réznych stopni aproksymacji p

Stopien aproksymacji 2 3 4 5 6 7
Zbieznosé L? 1.948 | 3.970 | 4.588 | 5.907 | 6.334 | 7.694
Zbiezmosé H' 1.972 | 3.042 | 4.004 | 5.026 | 5.402 | 7.289

Galerkina zawieraja po prawej stronie wyrazenie postaci C(u,p)h®. Liczby w
tabl. 2.4 sg uzyskanymi eksperymentalnie warto$ciami wyktadnika s. Zbiez-
nos¢ metody elementéw skoriczonych jest optymalna, jesli s = p+ 1 dla normy
L? i s = p dla normy H'. Oznacza to, ze np. dla stopnia aproksymacji p = 3
jednokrotna réwnomierna adaptacja siatki powinna powodowaé 16-krotna re-
dukcje bledu L? i 8-krotna redukcje btedu H'.

Eksperymenty potwierdzaja uzyskane teoretycznie oszacowania btedu, w
tym znany z teorii [125] fakt nieoptymalnej zbieznogci w normie L? dla apro-
ksymacji nieciaggtej z parzystymi stopniami p. Na wykresach 2.10 i 2.11 wi-
doczna jest wysoka doktadnos¢ aproksymacji wyzszych stopni. Fakt ten jest
typowy dla aproksymacji probleméw o rozwiazaniach gtadkich. Przy tej samej
liczbie stopni swobody rozwiazania dla wysokich p daja btedy o kilka rzedow
wielkoéci nizsze niz w przypadku aproksymacji niskich stopni. W przeprowa-
dzanych analizach dokladnosci pomija sie jednak czesto wyzszy koszt zwigzany
z aproksymacja wysokiego stopnia, majacy wplyw na ogélna optacalnosé me-
tody. Ponizej przedstawiona jest analiza zlozonosci czasowej, uzupekliajaca
poréwnanie aproksymacji roznych stopni. Ostateczne konkluzje co do wyboru
stopnia aproksymacji mozna podja¢ dodajac do analiz btedu aproksymacji i
zlozono$ci obliczeniowej catkowania numerycznego analizy zlozono$ci oblicze-
niowej solwera ukladéw rownan liniowych. Analizy takie zawarte sa w p. 2.7.

Przyjmujac dla rozwazanego przypadku Nyw = 11 N¢ = 9, wzory na ztozo-
nosé czasowa catkowania numerycznego upraszczajg sie do postaci:

<Z(p + D p+22+17(p+ 1% (p+2) + 193) §p3NE (2.53)

dla catek po wnetrzach elementéw i wyrazenia:

(18 + 1)*(p +2)% + 34(p + 1)%(p + 2) + 386) %ﬁNE (2.54)
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Rys. 2.8. Aproksymacja rownania Laplace’a w szescianie jednostkowym z zastoso-
waniem niecigglej dyskretyzacji Galerkina: przyktadowa siatka pryzma-
tyczna

dla catek po bokach elementéw. Wzory powyzsze pozwalajg na poréwnanie
kosztu catkowania przypadajacego na pojedynczy element. Innym mozliwym
poréwnaniem jest przyjecie stalej liczby stopni swobody w calym problemie i
poréwnanie kosztu catkowania dla réznych stopni p. Globalna, catkowita liczba
stopni swobody N jest réwna liczbie elementéw pomnozonej przez liczbe stopni
swobody w elemencie. Obliczona z tej zaleznodci liczba elementéow wynosi:

2N
(p+1)*(p+2)
Po podstawieniu (2.55) do (2.53) i (2.54) otrzymuje sie koszt catkowania nume-
rycznego przypadajacy na pojedynczy stopieni swobody w zaleznosci od stopnia
aproksymacji p.

Ng = (2.55)
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Rys. 2.9. Aproksymacja rownania Laplace’a w szescianie jednostkowym z zastoso-
waniem nieciaglej dyskretyzacji Galerkina: rozwiagzanie w postaci war-
stwic dla siatki z rys. 2.8 i stopnia aproksymacji p = 3

Na rysunku 2.12 przedstawione sa wykresy funkeji (2.53) i (2.54) oraz ich
odpowiednikéw po podstawieniu wzoru (2.55). Oznaczenia krzywych sa naste-

pujace:

e EL/Ng — zlozono$é czasowa catkowania po wnetrzach elementow przy-
padajaca na pojedynczy element,

e BOK/Ng — ztozonosé czasowa catkowania po bokach elementow przypa-
dajaca na pojedynczy element,

e EL/N — ztozonos¢ czasowa catkowania po wnetrzach elementéw przypa-
dajaca na pojedynczy globalny stopienn swobody,
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Blad aproksymacji w normie L2
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Rys. 2.10. Aproksymacja rownania Laplace’a w szeScianie jednostkowym z zasto-
sowaniem nieciagtej dyskretyzacji Galerkina: krzywe zbieznosci w nor-
mie L? dla réznych stopni aproksymaciji p

e BOK/N — zlozonosé czasowa catkowania po bokach elementow przypa-
dajaca na pojedynczy globalny stopienn swobody.

W tablicy 2.5 przedstawione sa liczby operacji EL/N i BOK/N dla stopni p
od 2 do 7. I narys. 2.12, i w tabl. 2.5 jednostka liczby operacji jest Mflop —
milion operacji zmiennoprzecinkowych.

Okazuje sie, ze mimo nizszego rzedu ztozonosci czasowej, dla stosowanych
praktycznie stopni aproksymacji, koszt zwigzany z catkowaniem po bokach ele-
ment6w dominuje nad kosztem catkowania po wnetrzach elementow (ztozonosé
catkowania po wnetrzach zaczyna przewazaé dopiero dla p > 30). Wszelkie
dziatania optymalizujace catkowanie numeryczne dla aproksymacji nieciagte;j
powinny wiec szczegdlny nacisk ktasé na catki powierzchniowe.

Absolutne czasy catkowania dla liczby stopni swobody rzedu milion6w mogg
siegac¢ minut, a nawet godzin, dla pojedynczego wspotczesnego procesora (0 wy-
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Blad aproksymacji w normie H*1
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Rys. 2.11. Aproksymacja rownania Laplace’a w szeScianie jednostkowym z zasto-
sowaniem nieciagtej dyskretyzacji Galerkina: krzywe zbieznosci w nor-
mie H' dla réznych stopni aproksymacji p

dajnosci rzedu 1 Gflop/s). Wskazuje to na koniecznosé optymalizacji procedur
catkowania numerycznego przy implementacji kodow MES.

Rysunki 2.10, 2.11 i 2.12 oraz tablica 2.5 pozwalaja ocenié¢ koszt oblicze-
niowy zwigzany z calkowaniem numerycznym, wymagany do osiggniecia zato-
zonego bledu aproksymacji, w zaleznosci od stopnia aproksymacji. Na przy-
ktad, aby uzyskaé¢ przyblizenia o bledzie w normie H! réwnym 10~3 mozna
uzy¢ elementow stopnia 3 z ok. 3- 102 stopniami swobody lub elementéw stop-
nia 5 z ok. 3.4-10? stopniami swobody. I w pierwszym, i w drugim przypadku
liczba operacji przy catkowaniu numerycznym wyniesie ok. 200 Mflop. Jesli
jednak zatozony blad bedzie wynosit 1076, to nalezy uzy¢ elementéw stopnia 3
z ok. 3-10% stopniami swobody lub elementéw stopnia 5 z ok. 2.1-10% stopniami
swobody. Teraz liczba operacji przy catkowaniu numerycznym bedzie réwna
ok. 200 Gflop dla aproksymacji stopnia 3 i tylko ok. 12 Gflop dla aproksymacji
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Tablica 2.5. Koszt calkowania numerycznego w przypadku zastosowania nieciggtej
dyskretyzacji Galerkina do aproksymacji rownania Laplace’a w sze-
Scianie jednostkowym, w milionach operacji zmiennoprzecinkowych
[Mflop| na jeden stopienn swobody, przy roéznych stopniach aproksy-

macji p
Stopieni aproksymacji 2 3 4 ) 6 7
Caltki po elementach | 0.0011 | 0.0072 | 0.0304 | 0.0975 | 0.2590 | 0.6006
Calki po bokach 0.0120 | 0.0576 | 0.1897 | 0.4952 | 1.1062 | 2.2089

stopnia 5.

7 wykresow widaé¢, ze dla malej liczby stopni swobody i matej liczby ele-
mentow wysoki koszt catkowania numerycznego moze zadecydowaé o nieopla-
calnosci aproksymacji wyzszego stopnia. Jednak juz dla stosunkowo niewielkiej
liczby elementéw eksponencjalna szybkosé redukeji btedu wraz ze wzrostem p,
w poréwnaniu z wielomianowym przyrostem liczby operacji, sprawia, ze opty-
malna staje sie aproksymacja mozliwie wysokiego stopnia.

W przypadku adaptacji hp zaleznosci rozwazane powyzej, nawet dla tak
prostego przyktadu, sa trudne do uzyskania analitycznie. Powodem jest zto-
zono$¢ jednoczesnego wplywu zageszczania siatki i podnoszenia stopnia apro-
ksymacji. batwiejsza jest analiza przypadku adaptacji typu h, zageszczania
siatki przy stalym stopniu aproksymacji. Kazdorazowe podzialy elementéw
powoduja wzrost kosztu catkowania proporcjonalny do wzrostu liczby stopni
swobody. Jednokrotne réwnomierne zageszczenie siatki tréojwymiarowej powo-
duje dwukrotne zmniejszenie rozmiaru liniowego elementéw i 8-krotny wzrost
liczby stopni swobody. Redukcja bledu aproksymacji jest zalezna od stop-
nia aproksymacji i normy, w ktorej mierzymy btad. Dla normy L? i stop-
nia aproksymacji p = 2, w efekcie nieoptymalnej zbieznosci uzyskuje sie przy
réwnomiernym zageszczeniu siatki tylko 4-krotna redukcje btedu. Dla stopni
aproksymacji wiekszych od dwoch redukcja bledu przyblizenia w normie L2
jest zawsze wieksza niz wzrost liczby stopni swobody. Dla normy H' przypad-
kiem rozgraniczajacym jest p = 3, dla ktérego przyrost liczby stopni swobody
i redukcja btedu zréwnuja sie. W kazdym przypadku optacalnosé adaptacji
wzrasta wraz ze wzrostem stopnia aproksymacji p'°.

9Nalezy podkresli¢, ze przedstawione rozwazania dotycza prostego zagadnienia w prostym
obszarze obliczeniowym. Dla probleméw nieliniowych i zlozonych geometrii zalezno$é bledu
aproksymacji od stopnia aproksymacji znacznie si¢ komplikuje. Dla wielu probleméw apro-
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Rys. 2.12. Zlozonos¢ czasowa calkowania numerycznego w funkcji stopnia apro-
ksymacji p w przypadku zastosowania nieciagtej dyskretyzacji Galer-
kina do aproksymacji rownania Laplace’a w szeScianie jednostkowym;
EL — calki po wnetrzach elementéw, BOK — catki po bokach elemen-
tow, liczba operacji na pojedynczy element (N_E) i liczba operacji na
pojedynczy stopienn swobody (N) (szczegotowe objasnienia w tekscie)

2.6.7 Whnioski

7 powyzszych analiz wynika kilka wnioskéw istotnych dla implementacji pro-
gramow MES:

e catkowanie numeryczne moze stanowié istotny czynnik wpltywajacy na
efektywnosé obliczen MES,

e ztozono$é czasowa catkowania numerycznego zalezy od wielu czynnikéw:
rozwiazywanego problemu, typu i stopnia aproksymacji, uzytej siatki
MES, metody catkowania,

ksymacja wyzszego stopnia przynosi korzysci tylko w polaczeniu z lokalna adaptacja typu p
lub hp.
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e koszt catkowania numerycznego jest szczegdlnie wysoki dla aproksymacji
wyzszego stopnia,

e istniejg grupy zagadnien, dla ktorych zysk zmniejszenia potrzebnej liczby
elementéow dla uzyskania zalozonej doktadnosci obliczenn w przypadku
zastosowania aproksymacji wyzszego stopnia przewaza nad zwiekszonym
kosztem caltkowania w pojedynczym elemencie,

e istnieja techniki redukcji ztozonosci czasowej calkowania numerycznego
dla wielu szczegb6lnych przypadkow,

e implementacja rdzenia obliczeniowego MES, pomimo ztozonosci zalezno-
$ci zwiagzanych z catkowaniem numerycznym, musi staraé sie¢ zaoferowaé
czytelng strukture kodu przeprowadzajacego catkowanie i zapewnié¢ wy-
soka wydajnos¢ obliczen,

e zadanie powyzsze wydaje sie szczegblnie trudne przy zatozeniu modular-
nosci kodu MES i wielokrotnego uzycia jego komponentow.

2.7 Rozwigzywanie uktadéw roéwnan liniowych

Rozwiazanie uktadu réwnari liniowych jest procedura, ktoéra najczesciej decy-
duje o obliczeniowej efektywnosci aproksymacji MES. Z tego wzgledu w pro-
gramach MES szczeg6lny nacisk kladzie sie na implementacje solwera liniowego
(podsystemu rozwiazywania ukladow rownan liniowych), w tym na implemen-
tacje réwnolegty.

Najwazniejsza zaleta metod bezposredniego rozwiazywania uktadow réwnan
liniowych jest gwarancja uzyskania wyniku dla kazdego nieosobliwego uktadu
réwnan (przy pominieciu wpltywu bledow zaokraglen). Najpowazniejsza wada
sg znaczne naklady czasu i pamieci potrzebne do realizacji algorytmoéw. Dla-
tego tez w niniejszej pracy szczegdlowej analizie poddane sa wylacznie algo-
rytmy iteracyjne, oferujace w przypadku odpowiedniej zbieznosci znacznie niz-
sze ztozonosci obliczeniowe. Ogoélna charakterystyka ztozonosci dla obu typow
algorytmow zawarta jest w p. 2.7.7.

Analizy w niniejszej pracy przeprowadzone beda dla pewnego specyficznego
algorytmu, bedacego uogélnieniem metod Jacobiego i Gaussa-Seidla. Na jego
podstawie mozna zbudowaé szereg metod iteracyjnego rozwiazywania uktaddw
réwnan liniowych, poczawszy od klasycznych metod iteracji prostej az po zto-
zone metody podprzestrzeni Krytowa z wielosiatkowa poprawa uwarunkowania
macierzy uktadu rownan. Algorytm jest wydajny w praktyce i przystosowany
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do szerokiej klasy zagadnien oraz zwiazanych z nimi uktadéw réwnan. Posiada
prosta implementacje réwnolegla, ktora skaluje sie w praktyce do uktadéw o
liczbie stopni swobody rzedu dziesiatek i setek milionow.

2.7.1 Algorytmy Jacobiego i Gaussa-Seidla

Algorytmy Jacobiego i Gaussa-Seidla, ktére w niniejszej pracy zawsze rozwa-
zane sa w wersjach blokowych [154|, sa reprezentantami klasycznych metod
iteracji prostej. Pojedyncza iteracja blokowej metody Jacobiego lub Gaussa-
-Seidla zastosowana do rozwiazania uktadu réownaii liniowych (2.41) moze zo-
staé zapisana jako sekwencja problemoéw lokalnych postaci:

Ny
Ap-u=— 3 Ay iy +by (2.56)
k=1,k=l

Powyzej u; oznacza podwektor stopni swobody, bedacy czesciag globalnego wek-
tora u, zwiazany z pojedynczym obiektem siatki, dowolna grupa obiektéw lub
grupa obiektéw tworzacych klasyczny podobszar €); obszaru obliczeniowego (2.
Podobszary §2; moga zachodzi¢ na siebie (jesli nie prowadzi to do zachodze-
nia na siebie podwektoréw ;). Ny oznacza liczbe podwektoréw wu;. Bloki
A, odpowiadaja parom podwektoréw wu;, a co za tym idzie parom obiektéw
siatki, grup obiektéw siatki lub podobszaréw, zaleznie od definicji u;. Podwek-
tory by, fragmenty globalnego wektora b, odpowiadajg podwektorom u;. u;n’l
oznacza podwektor u; w trakcie wykonywania m-tej iteracji, po rozwiazaniu
[ problemoéw lokalnych (2.56). @ jest aktualnym rozwiazaniem, uzyskiwanym
roznie dla réznych metod. Dla iteracji Jacobiego uaktualnienie rozwigzania
nastepuje po rozwiazaniu wszystkich problemoéow lokalnych, stad ug = uzn’o.
Dla iteracji Gaussa-Seidla uaktualnienia dokonuje sie po rozwigzaniu kazdego
problemu lokalnego, tak wiec iy = uzn’lfl. W obu wypadkach u”? = u™~!
jest wektorem poczatkowym dla m-tej iteracji.
W klasycznej analizie metod iteracji prostej [85] zapisywane sa one w po-
staci:
u"=S"1Q - um!'-S"'b (2.57)

gdzie S i Q uzyskiwane sg w efekcie rozktadu macierzy A:
A=S-Q (2.58)

Dla metod Jacobiego i Gaussa-Seidla wykorzystuje sie rozklad na czesci: troj-
katna dolna L, diagonalng D i tréjkatna gérna U. Pojedyncza iteracja metody
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Jacobiego zapisywana jest jako:
u" =-DYL+U)-u"'+D'b (2.59)
natomiast pojedyncza iteracja metody Gaussa-Seidla przybiera postaé:
" =—-D+L)'U-u" '+ (D+L)"'b (2.60)

Metody iteracji prostej sa zbiezne, jeli promient spektralny macierzy S™'Q
jest mniejszy od 1.

W klasycznych sformutowaniach blokowych wariantéw metod Jacobiego i
Gaussa-Seidla podwektory u; i odpowiadajace im bloki macierzy A nie zacho-
dzg na siebie. Jesli zachodzenie wystepuje, nadal mozna stosowaé¢ sekwencje
rozwiazan problemow (2.56) dla iteracyjnego rozwiazania uktadu (2.41). Wy-
nikajace z tej techniki metody sg uogélnieniami iteracji prostych, nalezacymi
do metod Schwarza, czyli metod dekompozycji obszaru na nakladajace sie
podobszary [162].

W analizie metod Schwarza wprowadza si¢ dwa rodzaje operatoréw: opera-
tory zawezenia (restrykcji) R; i operatory rozszerzenia (prolongacji) R . Ope-
rator zawezenia R; wybiera spoérod wszystkich sktadowych wektora u pod-
wektor stopni swobody u; (w klasycznych metodach Schwarza odpowiadajacy
podobszarowi ;). Operator rozszerzenia R;[ uzupelnia podwektor stopni swo-
body u; zerami, do pelnego wymiaru wektora u. W zapisie macierzowym Ry
jest tablica ztozong z jedynek i zer, a RZT jest, zgodnie z oznaczeniem, trans-
pozycja Ry, przy czym RZR;‘F =1L

Wykorzystujac powyzsza notacje, lokalne problemy (2.56) daja sie zapisa¢
jako:

Ny
Ru™ = —-A;'| Y AR u-Rb| = (2.61)
k=1,k#1
N
= Riua-A;"Y AyRiu+ A 'Rb
k=1

gdzie w celu uzyskania ostatniej rownosci zastosowano tozsamosé:
Ru= AﬁlAllRlﬁ (2.62)

Ostateczny wektorowy zapis problemu (2.56) w notacji metod dekompozycji
obszaru wyglada nastepujaco:

u™ =a+R{A'Ri(b— An) (2.63)
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W konsekwencji, pojedyncza iteracja addytywnej metody Schwarza, bedacej
uogodlnieniem blokowej metody Jacobiego, uzyskuje forme:

Ny
u” = u" ! =3 RTAL'R (Aum !~ b) (2.64)
=1
natomiast pojedyncza iteracja multiplikatywnej metody Schwarza, bedacej
uogdblnieniem blokowej metody Gaussa-Seidla, przybiera postac:

um = umt - (I - ]]V‘b[1 (1 - RfA;ﬁR,A)) Al (Aum—1 - b) (2.65)
=1

Kluczem do analizy metod dekompozycji obszaru jest pojecie rzutowania
bledu aktualnego rozwiazania na lokalna przestrzen (wektorowa lub funkcyjna)
zwiazang z podobszarem (podwektorem stopni swobody u;). Operator projek-
cji na lokalng przestrzeri wektorowa definiuje sie wzorem:

P, =R/ A;'R/A (2.66)

Jesli przez u* oznaczone zostanie rozwigzanie doktadne uktadu réwnan, tak
ze b= A -u*, to lokalny problem (2.63) okazuje si¢ by¢ korekta aktualnego
rozwiazania @1 o zrzutowany na lokalng przestrzen globalny btad rozwiazania

e:
u™! =a+Pj(u —a)=u+Pe (2.67)

W dalszych rozwazaniach proces iteracyjny zapisywany jest w jezyku ana-
lizy funkcjonalnej. Stabe sformutowanie (2.30) lub (2.31) zwiazane z rozwia-
zywanym ukladem réwnan, po uproszczeniu zapisu przez pominiecie indekséw
konkretnych metod, przybiera forme:

Znajdz taka funkcje u € V4, aby spetnione bylo:
a(u,v) = 1(v) Yv eV (2.68)

Rozwaza si¢ dekompozycje obszaru obliczeniowego 2 na nakladajace sie
podobszary €); i lokalne problemy projekcji na przestrzenie funkcyjne V; C Vj,
zwigzane z podobszarami ;. Dla kazdego podobszaru przestrzen V) jest roz-
pieta na lokalnych dla ; funkcjach bazowych zerujacych sie na brzegu we-
wnetrznym podobszaru?’. Dla dowolnej funkcji u; € V; okredla sie jej roz-
szerzenie u; do pelnej przestrzeni Vj, (poprzez funkcje zerowa). Dla dowolnej

20Brzegiem wewnetrznym podobszaru jest ta czesé jego brzegu, ktora nie pokrywa sie z
brzegiem obszaru obliczeniowego.



71

funkcji g problem rzutowania zwiazany ze sformutowaniem (2.68) i rozwiazy-
wanym ukladem réwnari ma postaé:

Zmajdz taks funkcje g; € V;, aby spelnione byto:
ai(g1,v) = a(g, vy) Yo €V, (2.69)

Lokalna forme dwuliniowa a(., .), odpowiadajaca lokalnym problemom (2.56),
uzyskuje sie z formy globalnej poprzez zastapienie obszaru ) podobszarem ;.

Jesli funkcje z przestrzeni V; odpowiadajaca aktualnemu rozwiazaniu u
oznaczymy przez U, a funkcje odpowiadajacg rozwigzaniu uktadu u* przez
u*, to dla funkcji btedu € = u* — 4 zachodzi rownosé:

a(é,v)) = a(u* — a,v;) = l(v]) — a(i,v;) (2.70)

Zagadnienie lokalnej projekcji globalnego btedu rozwiazania, zapisywane dla
wektoréw jako:
e =Pe (2.71)

dla odpowiadajacych funkcji ma ostatecznie postac:

Zmajdz taka funkcje €; € V;, aby spelione byto:
ai(é,v;) = l(v)) — a(t,v)) Yu €'V, (2.72)

Podobnie jak dla wektora niewiadomych, takze dla odpowiadajacej mu funkcji
lokalne problemy przyjmujg postaé korekty aktualnych wartoéci za pomoca
bledu zrzutowanego na lokalng przestrzen:

U™ =G+ ¢ (2.73)

Zinterpretowane jako metody dekompozycji obszaru klasyczne metody blo-
kowe Jacobiego i Gaussa-Seidla ukazuja sie jako serie lokalnych projekcji btedu
i nastepujacych (w réznych momentach dla réznych metod) korekt aktual-
nego rozwiazania. Istotnym elementem w rozwazanych metodach dekompozy-
cji (metodach Schwarza) jest naktadanie sie podobszaréw, z ktérymi zwiagzane
sg lokalne podprzestrzenie. Zbieznos¢ iteracji jest w tych metodach zalezna od
rozmiaru podobszaréw, ich ksztaltu, rozmiaru strefy naktadania sie podobsza-
roéw 1, oczywiscie, od wtasnosci problemu [67, 66, 68, 145]. W standardowych
przypadkach, im wieksze podobszary i im wieksza strefa naktadania sie podob-
szar6w, tym zbiezno$é metod szybsza. Zbieznos¢ ta jest jednak na tyle wolna,
ze w praktycznych zastosowaniach zawsze stosuje si¢ techniki jej przyspiesza-
nia.
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2.7.2 Metody dwusiatkowe

Jedna z przyczyn wolnej zbieznosci metod Jacobiego i Gaussa-Seidla jest fakt,
ze lokalne projekcje btedu pozwalaja tylko na lokalng poprawe rozwiazania,
ktora jest zwiazana ze sktadnikami wysokiej czestotliwo$ci w falowym rozkta-
dzie bledu [162]. Szczegolnie widoczne jest to dla silnie rozdrobnionych siatek,
dla ktérych rozmiar podobszaréw jest maly w stosunku do rozmiaru catego
obszaru. Lokalne korekty pozwalaja na efektywne wygtadzenie btedu, nie re-
dukuja jednak jego sktadowych o niskiej czestotliwosci.

Aby zredukowaé takze wolnozmienne sktadowe btedu, konstruuje sie do-
datkowa, zgrubna korekte btedu. W klasycznej teorii metod dekompozycji
obszaru rozwaza sie pojedyncza korekte zwiazang ze zgrubna przestrzenia Ve,
obejmujaca caly obszar obliczeniowy, ale o znaczaco mniejszej liczbie stopni
swobody niz oryginalna przestrzen V},. Przestrzen Vo najczedciej jest uzyski-
wana poprzez aproksymacje zadania w obszarze obliczeniowym przy uzyciu
nowej, rzadszej (,;zgrubnej”) siatki, o znaczaco wigkszym rozmiarze elementow.
Otrzymana w ten sposoéb metoda jest metoda dwusiatkowa (two-grid), ktora
uogoblnia si¢ nastepnie do metod wielosiatkowych (multigrid).

W metodzie dwusiatkowej definiuje sie dla przestrzeni Vi, podobnie jak
wczesniej dla przestrzeni Vj, zagadnienie projekcji dowolnej funkcji g:

Znajdz taka funkcje go € Vo, aby spelnione bylo:

a(ge,ve) = a(g, ve) Yoo € Ve (2.74)

(oznaczenia sa analogiczne do zdefiniowanych dla przestrzeni V;). Zgrubna
korekta btedu éo dla aktualnego rozwigzania @ obliczana jest, podobnie jak
lokalna korekta ¢; dla V;, jako rozwigzanie problemu:

Znajdz taka funkcje éc € Vi, aby spelnione bylo:
a(éc,ve) = l(ve) — a(, ve) Yoo € Vo (2.75)

Uzyskana w ten sposdb korekta éco uzyta jest do poprawy aktualnego roz-
wigzania, ponownie w analogiczny sposéb jak korekty lokalne €;. Aktualne
rozwiazanie, ktore jest argumentem problemu (2.75) i ktore podlega korekcie,
moze by¢ zwiazane z poczatkowym wektorem iteracji, tym samym, na kto-
rym operuja lokalne korekty. Mamy wtedy do czynienia z addytywna wersja
metody. Jesli rozwiazaniem aktualnym jest funkcja po naniesieniu lokalnych
poprawek €;, metoda jest multiplikatywna.
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Wyrazany dotychczas w notacji funkcyjnej problem obliczenia zgrubnej ko-
rekty btedu moze by¢ takze zapisany w notacji wektorowej:

éc = REAG'Ro(b — Ad) (2.76)
Dwusiatkowa metoda addytywna ma postac:
ul =u” + REARe(b— Au™ 1Y) (2.77)
a metode multiplikatywna mozna zapisaé jako:
uZ =u™ +REASRe(b — Au™) (2.78)
gdzie: u™ !

rii poprawek lokalnych (wzory (2.64) i (2.65)), a ufl — rozwigzanie po serii
poprawek lokalnych i poprawce zgrubne;j.

— rozwiazanie poczatkowe dla iteracji, u” — rozwiazanie po se-

2.7.3 Metody wielosiatkowe

Uogoblnieniem metod dwusiatkowych sa metody wielosiatkowe. Rozwaza sie
w nich sekwencje przestrzeni Vg,, C; = Coy, Ch, ..., Cnax, gdzie Vi, odpo-
wiada przestrzeni V},. Ponownie najczestsza realizacja metod wielosiatkowych
jest uzycie ciagu siatek o coraz wiekszym rozmiarze elementéw, pokrywajacych
caly obszar obliczeniowy. Kazda przestrzen Vi, jest rozpinana na funkcjach
bazowych odpowiadajacych kolejnej siatce. W utworzonej hierarchii siatek
na poziomie najwyzszym znajduje sie siatka ostateczna, odpowiadajaca prze-
strzeni V3, nastepnie kolejne, rzadsze siatki na nizszych poziomach az do siatki
najrzadszej na poziomie najnizszym. Dla kazdej pary przestrzeni Vg, i Vg, ,
siatka odpowiadajaca przestrzeni Vi, bedzie nazywana siatka gesta, a siatka
odpowiadajaca przestrzeni zgrubnej Vi, | siatka rzadka.

Dla kazdej pary przestrzeni V¢, i Vi, , rozwaza si¢ algorytm wygltadzania
bledu w przestrzeni Vi, (na siatce gestej) i algorytm korekty bledu w prze-
strzeni zgrubnej Vi, . Obliczenia korekty zgrubnej (2.76) nie sa przeprowa-
dzane doktadnie. Dla zbieznosci metody wystarczy, aby w miejsce macierzy
A(_,y-l zastosowac operator liniowy bedacy jej przyblizeniem. Tym przyblizeniem
moze by¢ ponowne wygladzenie bledu, tym razem w przestrzeni zgrubnej (na
siatce rzadkiej) i korekta bledu w kolejnej w ciagu przestrzeni Vi, ,. Jedy-
nym warunkiem jest, aby obie operacje odpowiadaly operatorom liniowym.
Schemat wygladzania i korekty mozna powtarza¢ az do osiggniecia ostatniej
przestrzeni Vi,. Tutaj rozwiagzanie zadania korekty zgrubnej musi juz by¢
doktadne.
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Tak opisany proces prowadzi do klasycznego cyklu V metody wielosiatkowej
[84, 176, 45, 118]. Dodatkowo rozwaza sie w nim wygtadzanie btedu takze po
dodaniu korekty z przestrzeni zgrubnej. Algorytmem odpowiadajacym cyklowi
V metody wielosiatkowej jest rekurencyjny algorytm MG:

Algorytm 2.1 (MG)

MG(y7d7Ci7NpreaNpost)
{
jezeli (C; =Cp) {
rozwigz doktadnie zadanie dla siatki najrzadszej: /
y=Agd
} w pozostatych przypadkach {
dla j=1,2,..., Ny {
przeprowadz wygtadzanie wstepne: /
y := SM(y,d,C;)
X
oblicz residuum na siatce gestej i zrzutuj na rzadka: /
g:=Rc,(d—Agy)
zainicjuj rozwigzanie poczatkowe dla problemu korekty: /
z:=0
znajdz przyblizone rozwigzanie problemu korekty na /
siatce rzadkiej za pomoca wielosiatkowego cyklu V: /
z:= MG(zvgacithpreaNpost)
popraw aktualne rozwigzanie: /
y:=y+ Raz
dla j=1,2,..., Npost {
przeprowadz wygtadzanie koncowe: /
y = SM(yadaC'L)

I

Argumentami algorytmu MG sa pewien wektor poczatkowy y i wektor pra-
wej strony rozwigzywanego ukladu d, okreslone dla przestrzeni Vi,. R, i Ra
oznaczaja operatory zawezenia z przestrzeni Vg, do przestrzeni Vg, | i rozsze-
rzenia z Vg, , do Vi,. Operacja SM(y,d, C;) odpowiada wygtadzaniu bledu w
przestrzeni Vg,. Stosownie dobierane parametry Npre 1 Npost Okreslaja liczbe
iteracji wygtadzajacych przed korekta i po korekcie w przestrzeni zgrubnej.

Jezeli do wygtadzania bledu uzyta jest sekwencja lokalnych projekeji (czyli
pojedyncza iteracja addytywnej lub multiplikatywnej metody Schwarza), to
operacja wygladzania odpowiada wzorom (2.64) i (2.65). Zastosowanie algo-
rytmu SM dla uzyskania kolejnej m-tej iteracji globalnego rozwiazania u daje
sic wtedy zapisa¢ jako:

u" = SH(W" ! b, o) = u" '+ Mgy (b — Au"™) (2.79)
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gdzie Mghl/[ oznacza liniowy operator implikowany przez algorytm wygladzania
na siatce ostatecznej.
Wywotanie algorytmu MG dla uzyskania m-tej iteracji u mozna wyrazié jako:

u” = MG(u" ", b, Cinax, Npres Npost) = 0™ + My (b — Au™ 1) (2.80)

gdzie tym razem Ml\?ﬁG jest operatorem liniowym odpowiadajacym wygtadza-
niu na wszystkich siatkach wyzszych pozioméw i korekcie na siatce najrzadsze;j.
Algorytm MG moze by¢ stosowany jako solwer uktadéw réwnan liniowych o
znacznie szybszej zbieznosci niz pojedyncze iteracje proste. W punkcie 2.7.5
opisane sg techniki dalszego przyspieszania zbieznoéci obu tych metod.

2.7.4 Realizacja metod wielosiatkowych dla adaptacyjnej MES

Realizacja konkretnego algorytmu wielosiatkowego polega na podaniu dla kaz-
dej pary indeksow C; i C;—1, C; = C1, ..., Cnax, odpowiadajacych parze siatek
— gestej i1 rzadkiej, nastepujacych definicji:

e przestrzeni zgrubnej Ve, , (Vo,... = Vi jest dane),
e operatora zawezenia Rg;,
e operatora rozszerzenia R{, ,

e macierzy Ac, , (Ac

max

= A jest dane).

W opisywanym w niniejszej pracy solwerze iteracyjnym definicje Vi, ,, R,
Ra_ i Ac, , zwigzane sg z adaptacjami siatki MES.

Przestrzenie zgrubne V. |

Zalozeniem opisywanej realizacji jest, ze kazda przestrzen funkcyjna Vi,
C; = Cp, C1, ..., Chax, jest rozpieta na funkcjach bazowych zwigzanych z pewna
siatkg MES. Definicja sekwencji przestrzeni dla metody wielosiatkowej polega
na podaniu dla kazdej przestrzeni Vi, i zwiagzanej z nia siatki gestej sposobu
konstrukcji siatki rzadkiej i zwigzanej z nig przestrzeni zgrubnej Vg, ;.
Zaklada sie, ze siatka gesta jest otrzymywana w efekcie jedno- lub kilkakrot-
nego zastosowania procedury adaptacji typu h lub hp, polegajacej m.in. na
podziatach elementow. Efektem podzialu pojedynczego elementu (elementu-
-rodzica) jest kilka elementéw o mniejszych rozmiarach (elementow-dzieci).
Funkcje bazowe zwigzane z elementami-dzieémi rozpinaja pewng przestrzen
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funkcji. Dla tej przestrzeni, przestrzen funkcji rozpietych przez funkcje ba-
zowe zwiazane z elementem-rodzicem jest przestrzeniag zgrubna?'. W calej
siatce gestej, jesli powstata w wyniku wielokrotnych adaptacji, moga wystepo-
waé elementy siatki poczatkowej oraz elementy powstale w wyniku podziatu
innych elementow. Tworzac siatke rzadks, postepuje sie nastepujaco:

e kazdy element siatki poczatkowej wystepujacy w siatce gestej pozostawia
sie w siatce rzadkiej,

e grupe elementéw =z siatki gestej bedacych dzie¢mi pojedynczego
elementu-rodzica zastepuje sie w siatce rzadkiej tymze rodzicem.

Operatory Rg; i Ra_

Konstrukcja operatora zawezenia wykorzystuje zalezno$ci pomiedzy funkcjami
bazowymi gZ)ZCHQQ, zwigzanymi z elementem-rodzicem, i funkcjami bazowymi
¢g,» zwigzanymi z jego dzieCmi. Kazda zgrubna funkcja bazowa qbkCH (funkcja
bazowa na siatce rzadkiej) moze zosta¢ przedstawiona jako kombinacja liniowa
funkcji ngJCZ

36, = > Rilol, (2.81)
J

W standardowy sposob elementy przestrzeni Vi, i Vi, | reprezentowane sg jako
kombinacje liniowe funkcji bazowych:

NCi chfl
l l k k
Ve, = Z UC’,L- ¢Cz Ve = Z ’UCZ‘,1 ¢Cz‘71 (282>
=1 k=1

Po zastosowaniu powyzszych podstawienn problem korekty na siatce rzadkiej,
analogiczny do (2.75), przeksztalca si¢ do postaci:

Znajdz taka funkcje éc, , € V¢, ,, aby dla kazdego vc, , € Vi, , spelnione byto:

=17

NC717 Nci
_ ki . _ .
a(eoifl ? UC’L*I) = Z '1)21;1 Z RC{ l<¢jcvl) - Z ugla(égz’ gb]C'l) (283>
k=1 j =1

21Tak zdefiniowana sekwencja zgrubnych przestrzeni odpowiada klasycznej geometrycznej
metodzie wielosiatkowej [84].

22W punkcie tym indeksy zwigzane z poszczegdlnymi funkcjami bazowymi i sktadowymi
wektora niewiadomych umieszczane sa u goéry, dla uproszczenia notacji w przypadku wyste-
powania siatek gestych i rzadkich.
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Obliczenie prawej strony w powyzszym réwnaniu odpowiada wyliczeniu resi-
duum dla aktualnego rozwiazania na siatce gestej:

Z g, a gi)ci, qﬁj = Z A% luc (2.84)

i zastosowaniu zawezenia do przestrzeni siatki rzadkiej. Wspotcezynniki Rlé{
uzyskane lokalnie dla elementéw-rodzicow i ich dzieci stajg sie wyrazami ope-
ratoréow restrykecji Re,.

Klasyczne sformutowania metod wielosiatkowych dopuszczaja odrebng kon-
strukcje operatoréw restrykcji (zawezenia) i prolongacji (rozszerzenia). W
opracowanym modelu implementacji kodu ta dowolnos¢ jest zachowana. W
modelu przyjetym do analizy zaklada sie, ze, zgodnie z notacja, operator roz-
szerzenia jest transpozycja operatora zawezenia.

Macierze Ac, ,

Zastosowanie podstawieni (2.82) do lewej strony rownania (2.83) daje wyraze-
nie:

Z Ve, Z e, a(de, 6, ,) (2.85)

Wyrazy a(gzﬁlCF1 , qbléH) macierzy A, , mozna oblicza¢ z oryginalnego sformuto-
wania stabego (2.68), uwzgledniajac odpowiednie obszary catkowania i funkcje
ksztaltu. Mozna takze wykorzysta¢ wzory (2.81) oraz dwuliniowosé¢ formy a
i uzyska¢ macierze A, , za pomoca operatoréw zawezenia oraz rozszerzenia
(operacja ta jest nazywana projekcja Galerkina — Galerkin projection):

Ac,, =R, AcRE, (2.86)

2.7.5 Metody podprzestrzeni Krylowa z poprawg uwarunko-
wania macierzy uktadu

Metody podprzestrzeni Krytowa (zwane czesto w skrocie metodami Krytowa)
sg obecnie jednymi z najpopularniejszych metod iteracyjnego rozwiazywania
ukladow rownan liniowych [35]. Ich istota polega na poszukiwaniu przyblizenia
rozwiagzania w specjalnych podprzestrzeniach wektorowych zwigzanych z roz-
wazanym uktadem réwnan. Zbiezno$é metod podprzestrzeni Krytowa jest tym
szybsza, im uwarunkowanie macierzy ukladu jest blizsze jednosci [154]. Dla-
tego w praktyce prawie wytacznie stosuje sie metody podprzestrzeni Krytowa w
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potaczeniu z poprawa uwarunkowania macierzy uktadu. Uwarunkowanie ma-
cierzy A definiuje sie jako iloczyn ||A||||A 71|, ktory osiaga optymalna wartogé
rowng 1 dla macierzy jednostkowej. W przypadku tzw. lewostronnej poprawy
uwarunkowania zamiast oryginalnego uktadu (2.41) rozwiazuje sie uktad:

M A -u=M"1b (2.87)

Macierz poprawy uwarunkowania M~! dobiera si¢ tak, aby iloczyn M~ A byt
bliski macierzy jednostkowej. Mozna to osiagnaé przez przyblizone rozwigzanie
oryginalnego uktadu (2.41) za pomoca metody, ktora da sie przedstawi¢ w
postaci operatora liniowego. W takim, typowym w praktyce, przypadku nie
konstruuje sie operatora M1, a jego postaé jest implikowana przez stosowany
algorytm.

Dla metod podprzestrzeni Krylowa zastosowanych do zmodyfikowanego
ukltadu (2.87) ciag podprzestrzeni, dla ktorych poszukuje sie rozwiazania przy-
blizonego, jest dany jako:

ug + Ky, (2.88)

gdzie ug jest dowolnym wektorem poczatkowym. Oznaczajac przez ro poczat-
kowe residuum uktadu réwnan:

ro=M"(b - Aup) (2.89)
podprzestrzeni Krylowa Ky, o wymiarze N definiuje si¢ jako:
K, = span {ro, M~'Arg, (M~'A)’ro, ..., (M7A) M Dr L (2.90)

Algorytmy poszczegdlnych metod Krytowa polegaja na znalezieniu, w ko-
lejno tworzonych podprzestrzeniach Ky, , najlepszego, w sensie wybranej
miary, przyblizenia dla rozwiazania doktadnego u*. Dobdér miary przyblize-
nia i dobor strategii poszukiwar decyduja o réznicach miedzy metodami.

Metoda sprzezonych gradientow

Najpopularniejsza, z metod podprzestrzeni Krylowa jest metoda sprzezonych
gradientéw, majaca zastosowanie do probleméw symetrycznych i dodatnio
okreslonych [89]. Dla tej grupy problemoéw rozwiazanie uktadu réwnan linio-
wych jest réwnowazne minimalizacji pewnego funkcjonatu. Dzieki temu w
metodzie sprzezonych gradientéw poszukiwanie przyblizenia w podprzestrze-
niach Krytowa sprowadza si¢ do ciaggu probleméw minimalizacji btedu wzdtuz
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wybranych kierunkéw pg. Wektory wyznaczajace kolejne kierunki pg, rozpi-
najace podprzestrzen Ky, sa z sobg sprzezone, py - A -p; = 0, j # k, dzigki
czemu moga byé¢ obliczane z wzoréw rekurencyjnych na podstawie znajomo-
$ci poprzedniego kierunku poszukiwan. Metoda minimalizuje blad ||[u* — ug]|,
gdzie uy jest przyblizeniem po k-tej iteracji, nalezacym do Kj. Ostateczny
algorytm przedstawiony jest w nastepujacej definicji:

Algorytm 2.2 (CG)

CG(ug, u, tol)
{
oblicz residuum oryginalnego ukt*adu rownan: Tg:=Auy—Db
oblicz residuum zmodyfikowanego uktadu rownan: ro:= M 'F
ustal poczatkowy kierunek: pg:=r1g
dla £k=0,1,.... {
oblicz wspoXczynnik poprawki: i = —rj f‘k/pk - A pyg
popraw rozwigzanie: Ug41 := Up — QkPk
popraw residuum: Tgyg =T+ arApg
jezeli (ag|lp|l < tol) {
podstaw: u:= Ug4q
wroc do programu giownego
}
oblicz residuum uktadu zmodyfikowanego: Tjyq:= M ¥,
oblicz poprawke kierunku poszukiwan: [ :=rjq1-Tri1/Tk Tk
znajdz nowy kierunek: pgy1 = Trgi1 + OPk

T}

Zatrzymanie iteracji nastepuje w momencie, gdy norma poprawki aktualnego
rozwigzania jest mniejsza od pewnej zatozonej tolerancji tol, bedacej argumen-
tem procedury CG.

Metoda GMRES

Metoda GMRES (Generalized Minimal RESidual [155]) ma zastosowanie do
rozwigzywania niesymetrycznych, dodatnio okreslonych uktadéw réwnan. Ze
wzgledu na brak symetrii uktadom takim nie odpowiada problem minimaliza-
cyjny, w zwiazku z czym kolejne kierunki poszukiwan nie sa z sobg sprzezone
i nie da sie oblicza¢ ich rekurencyjnie. Stad baze podprzestrzeni Krytowa
konstruuje sie jawnie za pomoca zmodyfikowanej procedury ortonormalizacji
Grama-Schmidta.

Ponizsza definicja przedstawia algorytm tzw. restartowanej metody
GMRES z poprawa uwarunkowania macierzy:
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Algorytm 2.3 (GMRES)

GMRES (up, u, tol)
{
powtarzaj {
oblicz poczatkowe residuum uktadu: ro:=M!(b— Auyg)
znormalizuj residuum: T(:=rp/|roll
dla i=1,2,.., Ny {
oblicz iloczyn: t;:= M tAF,

zortonormalizuj f; wzgledem r;, j=0,1,..,i—1 za pomocg /
zmodyfikowanej procedury Grama-Schmidta: {

dla j=0,1,...,:—1 {

Hji =1 r; ; ;=1 — Hjif‘j

}

Hji o= 5|

jezeli (H;; #0) podstaw: r;:=1;/Hy
}
rozwigz problem minimalizacyjny GMRES: minydgi e — Hy ||
jezeli (M~ (b— A(ug+2))| <tol lub i= N, lub H;; =0) {

. -

oblicz poprawke z: z:=} . _,y;T;

popraw rozwigzanie: u:=Ug-+2

jezeli (i # Ny) wroc do programu gtownego

1,

podstaw nowy wektor poczgtkowy: wup:=u

T}

Algorytm GMRES polega na znalezieniu poprawki z rozwigzania u, beda-
cej kombinacja liniowa uzyskanych wektoréw bazowych r;. Wspolczynniki
tej kombinacji tworza wektor y, ktory minimalizuje wyrazenie ||fe; — Hy]|,
B = |ro, e1 = (1,0,0,...,007 € R*T'. W wyrazeniu tym k jest aktualnym
wymiarem podprzestrzeni Krytowa, a H jest prostokatna macierza zawierajaca
iloczyny skalarne postaci:

Hjy=M'Ar; %, i=1,..k j=0 .k (2.91)

Zagadnienie znalezienia wektora y nazywane jest problemem minimaliza-
cyjnym GMRES. Na skutek wlasnoéci wektoréw bazowych r;, uzycie y do
poprawy rozwiazania jest réwnowazne minimalizacji residuum uktadu réwnan
dla danej podprzestrzeni Krytowa. Aby sprawdzié¢ spetnienie warunku:

M~ (b — A(ug +2)) || < tol (2.92)

nie jest konieczne obliczanie wyrazenia po lewej stronie. Jesli do rozwiaza-
nia problemu minimalizacyjnego GMRES uzywa sie ciggu obrotéw Givensa,
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to wyrazenie to jest uzyskiwane jako jeden z wyrazéw przetransformowanego
wektora prawej strony (Se;.

W algorytmie restartowanej metody GMRES maksymalny wymiar pod-
przestrzeni, w ktoérej poszukuje sie¢ minimum residuum, jest ograniczony przez
liczbe Ny i jesli zbiezno$é nie zostaje osiaggnieta dla tego wymiaru, rozpoczyna
sie konstrukcje nowej podprzestrzeni Krylowa, zaczynajac tym razem od ostat-
nio uzyskanego przyblizenia, jako wektora poczatkowego. Zastosowanie tego
wariantu ma na celu redukcje wysokiego kosztu zapamietania wszystkich wek-
toréw bazowych podprzestrzeni Krylowa, koniecznych do realizacji procedury
Grama-Schmidta.

Jako miary szybkosci zbieznosci metody GMRES uzywa sie ilorazu norm
residuow dla dwoch kolejnych iteracji, ||£;]|/||Ti1], lub tegoz ilorazu usrednio-
nego dla Ny iteracji:

(188, 1/ [1£ol[) /M (2.93)

Realizacja poprawy uwarunkowania macierzy ukladu w metodach
podprzestrzeni Krylowa

Do efektywnej realizacji metod podprzestrzeni Krytowa z poprawa uwarun-
kowania macierzy ukladu konieczne jest wydajne wykonywanie operacji: ob-
liczania normy wektora i iloczynu skalarnego wektoréw, obliczania iloczynu
macierzy uktadu A z dowolnym wektorem i przyblizonego rozwiazywania ory-
ginalnego uktadu (2.41), operacji bedacej odpowiednikiem iloczynu M~!v dla
dowolnie wybranego wektora v. Realizacja iloczynu A z dowolnym wektorem
zalezy od schematu przechowywania macierzy A i w wickszosci przypadkéw do-
konywana jest standardowymi technikami, podobnie jak operacje wektorowe.
Kluczem do efektywnosci metod Krylowa jest szybkie i gwarantujace dobre
przyblizenie rozwiazania uktadu (2.41) wykonanie algorytmu odpowiadajacego
iloczynowi M~ lv.

Jedna z najpopularniejszych technik poprawy uwarunkowania macierzy
uktadu w metodach Krylowa jest wykorzystanie omawianych w pp. 2.7.1 i
2.7.3 metod jedno- lub wielosiatkowego wygtadzania bledu. Wzory (2.79) i
(2.80), przedstawiajace efekty dziatania tych metod, maja wspolna postac:

u" =u" M (b - Aum) (2.94)
gdzie: M1 = My lub M™! = Mg;. W celu obliczenia iloczynu M~1v

mozna wykona¢ jedna iteracje (2.94) z wektorem v, jako wektorem prawej
strony b, i zerowym wektorem poczatkowym u” L.
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Dla metody GMRES obie operacje macierzowe, obliczenie iloczynu Av
i iloczynu M~'v, wystepuja tacznie albo pod postacia obliczenia residuum
M_l(b — Auy), albo iloczynu M-1Ar, ;. Dziegki temu mozna je zrealizowaé
za pomoca pojedynczej iteracji (2.94), stosujac odpowiednie podstawienia za
wektor poczatkowy oraz wektor prawej strony i dokonujac nastepnie odjecia
wektora poczatkowego u™ ! od wektora wynikowego u™ [110].

Algorytmy niekompletnego rozkladu macierzy ukladu

Podstawowa wada metod eliminacji Gaussa, zastosowanych do rozwigzywania
uktadéw rownan liniowych MES, jest naruszenie, typowej dla MES, rzadkiej
struktury macierzy uktadu. Metody eliminacji Gaussa wypelniajg niezerowymi
elementami pasmo wokd!l przekatnej gtownej macierzy uktadu. W ogdlnym
przypadku (patrz p. 2.7.7), szeroko$¢ pasma rosnie wraz z liczba stopni swo-
body, natomiast liczba niezerowych wyrazéw w pojedynczym wierszu macierzy
uktadu jest stata (patrz p. 2.5.5). Powoduje to staly wzrost proporcji wyra-
z6w wypelnionych wartosciami niezerowymi w trakcie dziatania algorytmu, w
stosunku do wyrazéw bedacych niezerowymi pierwotnie.

Modyfikacjg standardowych algorytmoéw eliminacji sg algorytmy, w ktérych
probuje sie kontrolowaé¢ wyzej wymieniong proporcje. Algorytmy te nalezg do
technik niekompletnego rozktadu, Choleskiego (Incomplete Cholesky factori-
zation) dla przypadku macierzy symetrycznych [99] i LU (Incomplete Lower-
-Upper factorization) dla macierzy niesymetrycznych [50]. W przypadku naj-
prostszych metod, takich ktére zachowujg strukture niezerowych wyrazéow ma-
cierzy ukltadu, wykonujac algorytmy standardowych rozktadéw pomija sie te
operacje, ktore dotycza wyrazéw zerowych. Otrzymany wynik jest przyblize-
niem rozkltadu Scistego, a procedura rozwigzania z uzyciem macierzy pocho-
dzacej z niekompletnego rozktadu polega na znalezieniu pewnego przyblizenia
odwrotnosci macierzy uktadu.

To wtasnie jest potrzebne i wystarczajace do realizacji tak algorytméw me-
tod Krylowa, jak i algorytméw metod wielosiatkowych [180]. W metodach
Krytowa niekompletna eliminacja stosowana jest do poprawy uwarunkowania
macierzy, a wiec obliczenia iloczynu M~1'v. Rozwiazanie z zastosowaniem nie-
kompletnego rozktadu daje sie zapisa¢ w postaci operatora liniowego, ktory
stuzy w tym wypadku do okreslenia macierzy M~1.

W przypadku zastosowania w algorytmie MG metody wielosiatkowej (s. 74),
niekompletna eliminacja stuzy do realizacji algorytmu SM wygtadzania bledu.
Dla siatki kazdego poziomu (z wyjatkiem siatki najrzadszej) rozwiazuje sie w
sposob przyblizony uklad z macierza Ac;, ktora poddaje si¢ nieckompletnemu
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rozkladowi, i z residuum d —Ac,y jako wektorem prawej strony, a nastep-
nie wynik dodaje do wektora y. Operatory liniowe wynikajace z zastosowa-
nia niekompletnego rozktadu na danym poziomie siatki wykorzystywane sa do
definicji MK/IIG z wzoru (2.80). Metoda wielosiatkowa z wygladzaniem btedu
stosujacym niekompletny rozktad moze stanowi¢ niezalezny solwer, moze takze
zostaé¢ uzyta do poprawy uwarunkowania macierzy dla dowolnej metody Kry-
towa.

Wariantami metod niekompletnego rozktadu sg algorytmy operujace na blo-
kach macierzy uktadu, zamiast na pojedynczych jej wyrazach. Ponizsza defini-
cja przedstawia algorytm takiego wlasnie blokowego wariantu niekompletnego

rozktadu LU [154]:
Algorytm 2.4 (ILU(0))

dla ¢ = 1, -~-7Nb1 {
dla k=1,...,i—1 {
jezeli (AP, #0) {
APy = AL AL,
dla ] =k+ 1,...7Nb1 {
jezeli (A} . #0) {

Bloki wykorzystywane w algorytmie sa blokami elementarnymi macierzy
A. Algorytm dziata w miejscu, zastepujac bloki macierzy A blokami po-
chodzacymi z rozktadu. Bloki na przekatnej gltéwnej zostaja zamienione na
ich odwrotnosci i nastepnie uzyte w algorytmie. Algorytm, bedacy blokowa
wersja metody ILU(0), zachowuje strukture wyrazow niezerowych oryginal-
nej macierzy A. Cecha charakterystyczng zaprezentowanej wersji algorytmu
(wykorzystujacej tzw. realizacje ikj eliminacji Gaussa) jest przeprowadzanie
obliczenn w kolejnych poziomych pasmach macierzy A. Wyrazy ponad pasmem
sa wykorzystywane, ale nie modyfikowane, natomiast wyrazy ponizej nie sg
wykorzystywane. Powoduje to uzaleznienie ostatecznego wyniku od kolejnosci
wykonywania operacji. Zalezno$é ta moze mieé istotny wpltyw na zbieznosé
metody iteracyjnej uzywajacej rozktadu ILU(0) [38].

Przy uzyciu niekompletnej eliminacji Gaussa w ramach metod iteracyjnych,
algorytm ILU(O) stosuje sie jednokrotnie, a nastepnie wielokrotnie przepro-
wadza postepujaca redukcje (forward reduction) i podstawienie powrotne (back
substitution) dla kolejnych iteracji metod. Algorytm postepujacej redukcji i
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podstawienia powrotnego, podobnie jak algorytm metody ILU(0), jest mo-
dyfikowany, w poréwnaniu z wersja standardows, dla uwzglednienia rzadkiej
struktury macierzy A i blokowego charakteru obliczeni. Przyktad takiego algo-
rytmu, ponownie wykorzystujacego bloki elementarne macierzy A, przedstawia
ponizsza definicja:

Algorytm 2.5 (FR-BS)

dla i=1,..., Ny {
u; = bz
dla j=1,...,i—1 {
jezeli (A7, #0)
E

u; ‘= u; — Ai,j

{

u;

} 3

dla i = Ny, ..., 1;krok= —1 {
dla j =1+ 1,...,Nb1 {

jezeli (AY; #0) {
u; ‘= u; — AEJ Y
)
u; ;= AF, -,

)

}

Algorytm powyzszy dziata dla macierzy pochodzacej z niekompletnego blo-
kowego rozktadu ILU(0) dokonanego algorytmem z s. 83. Podobnie jak w
algorytmie ILU(O) bloki na przekatnej gtownej sa odwrotnosciami odpowia-
dajacych blokéw oryginalnej macierzy A.

Metody rozwiazywania réwnan liniowych bez tworzenia macierzy

ukladu

Cecha metod podprzestrzeni Krytowa, charakterystyczna takze dla innych al-
gorytmoéw iteracyjnych, jest wystepowanie macierzy A wytacznie w ramach
iloczynow ze specyficznymi dla danej metody wektorami. Umozliwia to opra-
cowanie bezmacierzowych wariantéw metod. Stosuje sie je np. do rozwiazy-
wania uktadéw réwnan liniowych w ramach algorytméw przyblizonych metod
Newtona (por. p. 2.3 i wzory (2.9), (2.11) i (2.12)). W dokladnej metodzie
Newtona dla problemu (2.9) macierz uktadu rownan liniowych A jest macierza
jakobianowa OF /Ou nieliniowej funkcji F wektora niewiadomych u. W przy-
blizonych wariantach bezmacierzowych, kazdorazowe wystapienie w algorytmie
iloczynu A z dowolnym wektorem zamieniane jest na aproksymacje (2.12), wy-
korzystujaca wzoér na pochodna kierunkows. Powoduje to, ze macierz uktadu
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nie tylko nie jest tworzona, ale nie jest w ogole znana. W dalszych analizach
ta nieznana macierz, odpowiadajaca wykonywanym operacjom, oznaczana be-
dzie przez A ; dla zaznaczenia, ze jest ona pewnym przyblizeniem macierzy
jakobianowej.

Takze w przypadku wariantow bezmacierzowych istotne przyspieszenie
zbieznosci solwera liniowego uzyskuje sie poprzez poprawe uwarunkowania ma-
cierzy uktadu. Jak jednak poprawi¢ uwarunkowanie macierzy, ktoérej sie nie
tworzy? Najczesciej rozwaza sie pomocnicze przyblizenie macierzy jakobiano-
wej, o ktorym zaktada sie, ze jest takze przyblizeniem macierzy uktadu A ;.
Niekompletna dekompozycje takiej przyblizonej macierzy lub jej diagonalne
bloki stosuje sie w algorytmach poprawy uwarunkowania.

2.7.6 Bezmacierzowe rozwigzywanie ukladéw réwnan linio-
wych w symulacjach przeplywoéw Scisliwych

Algorytmy techniki bezmacierzowej dla aproksymacji réwnan Eulera

Omawiana w niniejszym punkcie technika jest uzupelieniem metodologii za-
prezentowanej w p. 2.3.4. Do aproksymacji stacjonarnych rownan Eulera uzy-
wana byla tam technika catkowania pseudoczasowego i niejawny nieliniowy
schemat Eulera. Na kazdym kroku czasowym rozwigzywany byt uktad réwnan
nieliniowych niedokladng (ograniczona do jednej lub dwoch iteracji), przybli-
zona (wykorzystujaca w miejsce doktadnej przyblizona macierz jakobianowa,)
metoda Newtona. W kazdej iteracji metody Newtona rozwigzywany byt uktad
rownan liniowych (takze z zalozona niska dokladnoscia) za pomoca metody
GMRES z poprawa uwarunkowania macierzy uktadu. Rozwazane byly dwa
przyblizenia macierzy jakobianowej uktadu. Jedno, oznaczane przez J, zostalo
uzyskane przez prosta linearyzacje sformulowania stabego MES, prowadzaca
do wzoru (2.14). W procesie iteracyjnym rozwiazywany byl uktad rownan:

J(u) -u=—-F(u) (2.95)

Drugie przyblizenie wynikalo z zastosowania wzoréw (2.12) w bezmacie-

rzowym rozwigzywaniu rownan metoda GMRES. Uktad odpowiadajgcy temu
przypadkowi oznaczany bedzie jako:

Aj(u)-u=—-F(u) (2.96)

gdzie: Aj(u)-u~= (0F/0u) - u, a macierz A nie jest jawnie tworzona.
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Ponizej przedstawione sa cztery techniki realizacji podwojnych iloczynow
macierzowych ©; := M™'Ar;, wystepujacych w metodzie GMRES dla po-
wyzszych symulacji. We wszystkich stosuje sie taczne obliczenie podwdjnego
iloczynu za pomocy pojedynczej iteracji metod Schwarza (rozwiazania ciagu
problemow 2.56), po ktorej nastepuje odpowiednie odejmowanie wektorow.
Dwie pierwsze realizacje sa standardowymi technikami, opisanymi w p. 2.7.1,
zastosowanymi do rozwiazania ukladu (2.95). Dwie nastepne odpowiadaja
uktadowi (2.96) i technice bezmacierzowej, w ktorej wykorzystuje sie wzory
(2.12) i uzywa macierzy J(u) do poprawy uwarunkowania macierzy A . Ze
wzgledu na zastosowanie pojedynczej iteracji metod Schwarza jej indeks jest
opuszczony przy oznaczaniu wektoréw 1; i ¥;.

Algorytmy odpowiadajace poszczegblnym przypadkom sa oznaczane i wy-
gladaja nastepujaco:

e NLE-BJ — addytywna metoda Schwarza dla standardowego algorytmu
GMRES

Algorytm 2.6 (NLE-BJ)

(£:)° :=Tiq
dla l = 1,2, 7Nb1

(rl)l = Jﬁl <_ Zm#l Jlm (rzfl)m>
rj:=—T;+Tj

e NLE-GS — multiplikatywna metoda Schwarza dla standardowego algo-
rytmu GMRES

Algorytm 2.7 (NLE-GS)

e NKS-BJ — addytywna metoda Schwarza dla bezmacierzowego algorytmu
GMRES
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Algorytm 2.8 (NKS-BJ)

r; = % (F(u -+ Ef‘i_l) - F(u))

dla [ =1,2,..., Ny
(Bi)r = Iyt - (B

e NKS-GS — multiplikatywna metoda Schwarza dla bezmacierzowego al-
gorytmu GMRES

Algorytm 2.9 (NKS-GS)

W dwoch pierwszych algorytmach zastosowane zostaly wzory (2.56), jako
wydajniejsze w implementacji od wzoréw (2.63), wprowadzonych w celu analizy
metod. We wzorach tych nie wystepuje iloczyn macierzy z wektorem, a tylko
sekwencja odpowiednich problemoéw lokalnych. Podejécie takie nie jest mozliwe
w przypadku metod bezmacierzowych. Wzor (2.12) przybliza iloczyn macierzy
z dowolnym globalnym wektorem, a zatem konieczne staje sie wykorzystanie
wzoréw (2.63).

Realizacja algorytmoéw bezmacierzowych dla techniki addytywnej jest pro-
sta: oblicza si¢ najpierw globalny iloczyn macierzy z wektorem, a nastepnie
rozwigzuje serie problemoéw lokalnych. W metodzie multiplikatywnej wykona-
nie jednego globalnego iloczynu nie jest mozliwe, gdyz wektor bedacy argumen-
tem tego iloczynu zmienia sie po kazdym problemie lokalnym. Stad realizacja
poprawy uwarunkowania odbywa si¢ dokladnie wedlug wzorow (2.63).

Ma to istotne konsekwencje dla efektywnosci wykonania. Wyrazenie (2.12)
musi by¢ obliczane przed kazdym problemem lokalnym (jednak tylko dla stopni
swobody wystepujacych w tym problemie, tzn. stopni swobody zwiazanych
z niezerowymi blokami w danym poziomym pa$mie macierzy A ;). Dlatego
zwiekszanie rozmiaru blokéw podwdjnie przyspiesza osiagniecie zbieznosci. Po
pierwsze, metoda Schwarza dla wiekszych blokoéw (podobszarow) jest szybciej
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zbiezna, po drugie, kosztowne obliczanie wyrazen (2.12) wykonywane jest rza-
dziej, gdyz zmniejsza sie liczba lokalnych probleméw. Cena, jaka ptaci sie za
to, jest wiekszy koszt zwiazany z odwracaniem wiekszych blokéw diagonalnych
Ju macierzy Ji zwiekszone zapotrzebowanie na pamieé operacyjna, zwiazane
z przechowywaniem blokow J fll.

Przyklad numeryczny — przeplyw okolodzwiekowy wokoét profilu lot-
niczego

Tlustracja omawianych zagadnienn jest poréwnanie czterech przedstawionych
powyzej technik dla przypadku rozwiagzania pojedynczego uktadu réwnaii linio-
wych w trakcie symulacji przeptywu okotodzwiekowego wokot profilu lotniczego
NACAO0012. Jest to kontynuacja przykladu z p. 2.3.4 dotyczacego symulacji
przeptywu o liczbie Macha 0.85 i kacie natarcia 1°. Rozwazany uktad réownan
liniowych powstal tam w efekcie zastosowania opisywanej metodologii catkowa-
nia pseudoczasowego i rozwiazywania rownari nieliniowych oraz aproksymacji
MES na siatce adaptacyjnej zawierajacej 5143 wezly (ilustracje uzytej siatki i
otrzymanego rozwigzania przedstawione sa na rys. 2.4 i 2.5).

Tablica 2.6 przedstawia rezultaty osiagniete dla czterech omawianych kom-
binacji sposobow przyblizenia macierzy jakobianowej w metodzie Newtona i
poprawy uwarunkowania macierzy uktadu w metodzie GMRES oraz dla réz-
nych rozmiaréw blokéw macierzy wykorzystanych przy poprawie uwarunkowa-
nia. Poréwnane sa wyniki dla réznych wartosci parametru CFL (2.7), decydu-
jacego o stopniu nieliniowosci zagadnienia rozwigzywanego metoda Newtona.
W zadaniu stosowana jest aproksymacja liniowa dla kazdej z czterech skia-
dowych niewiadomej funkcji wektorowej. Bloki elementarne macierzy uktadu
zwigzane z pojedynczymi weztami siatki maja wiec cztery stopnie swobody.
W algorytmach poprawy uwarunkowania stosuje sie podwektory stopni swo-
body zwiazane z grupami kilku weztow. Odpowiada to dekompozycji obszaru
obliczeniowego na podobszary, zawierajace odpowiednie wezty jako wezty we-
wnetrzne, ze strefa naktadania sie szerokosci jednego elementu (mimo iz pod-
wektory stopni swobody nie nakladaja sie na siebie). Liczba wezlow zwiaza-
nych z pojedynczym podwektorem (pojedynczym podobszarem) jest w tabl. 2.6
miara wielkosci blokéw. Czasy obliczen uzyskano na procesorze MIPS R10000
komputera Origin200 (patrz s. 20).

7 danych w tablicy wida¢, ze dla wartosci parametru CFL = 4 standardowe
techniki daja nieco szybsza zbieznos¢ GMRES (wyrazana miara (2.93)), przy
nieco wiekszym zapotrzebowaniu na pamieé¢ i znacznie krotszym czasie dzia-
tania. Wyzszos¢ techniki bezmacierzowej ukazuje si¢, gdy wartos¢ parametru
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Tablica 2.6. Poréwnanie czasu dzialania, szybkosci zbieznosci (wyrazanej miara
(2.93)) i wymaganej pamieci dla metody GMRES wykorzystujacej
dwa przyblizenia macierzy jakobianowej — standardowe (NLE) i bez-
macierzowe (NKS) — oraz dwa warianty metody Schwarza poprawy
uwarunkowania macierzy uktadu rownan liniowych — addytywny (BJ)
i multiplikatywny (MS)

Algorytm | Rozmiar | Pamieé¢ | Zbieznos¢ GMRES Czas CPU [s]
blokéw | [MBajt] | CFL—4 | CFL—64 | CFL—4 | CFL—64
NLE-BJ 4 12.95 | 0.602 — 7.51 —
16 20.66 | 0.416 — 8.24 —
NLE-MS 4 12.95 | 0.365 — 6.29 —
16 20.66 | 0.207 — 7.40 —
NKS-BJ 4 925 | 0.629 | 0914 | 1754 | 85.37
16 1695 | 0478 | 0.843 | 1387 | 49.96
64 4774 | 0412 | 0790 | 24.94 | 44.32
NKS-MS 4 925 | 0393 | 0842 | 19.02 | 93.86
16 1695 | 0304 | 0.787 | 13.36 | 45.33
64 4774 | 0245 | 0713 | 1722 | 38.01

Dane dla pojedynczego rownania o 20 572 niewiadomych w wybranym kroku czaso-
wym symulacji przeplywu okotodzwiekowego wokot profilu NACA0012. Rozmiar blo-
koéw odpowiada przecietnej liczbie weztow siatki w pojedynczym podobszarze uzytym
do poprawy uwarunkowania metods Schwarza. Czas CPU jest czasem rozwigzania
pojedynczego ukltadu réownan.

CFL wzrasta, a co za tym idzie wzrasta stopien nieliniowosci zadania i pogar-
sza sie uwarunkowanie macierzy uktadu liniowego. Dla technik standardowych
ograniczenie wartosci CFL w symulacjach wynika z koniecznosci zapewnienia
zbieznosci metody Newtona. Dla technik bezmacierzowych przyblizenie ma-
cierzy jakobianowej jest tak dobre, ze zbieznos¢ metody Newtona nie stanowi
problemu. Ograniczeniem staje sie zapewnienie zbieznosci metody GMRES.
Przyczyna tego tkwi w fakcie, ze do poprawy uwarunkowania uktadu stosuje sie
macierz J zle przyblizajaca macierz jakobianows, a wiec dla duzych wartosci
CFL istotnie r6zng od macierzy A ; wynikajacej z techniki bezmacierzowej.
Ograniczenie wartosci CFL dla technik bezmacierzowych jest znacznie mniej
restrykcyjne niz dla technik standardowych. Rysunek 2.13 przedstawia dtugosé
kroku czasowego, dla réznych technik i metod poprawy uwarunkowania, w trak-
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Rys. 2.13. Symulacja okolodzwiekowego przeplywu wokél profilu NACAO0012:
zmiennos$¢ wartosci parametru CFL w trakcie symulacji dla réznych
wersji metody GMRES rozwiazywania ukladéw réwnan liniowych;
oznaczenia sposobu przyblizenia macierzy jakobianowej: NLE — za po-
mocy linearyzacji, NKS — technika bezmacierzowa; oznaczenia metod
poprawy uwarunkowania macierzy ukladu: BJ — addytywna metoda
Schwarza, GS - multiplikatywna metoda Schwarza; liczba w symbolu
metody oznacza rozmiar podobszaréw uzytych w algorytmach metod
Schwarza, mierzony liczba weztéw wewnetrznych (szczegdltowy opis me-
tod w tekscie)

cie calej symulacji przeptywu, w przypadku zastosowania strategii maksyma-
lizacji wartosci parametru CFL na kazdym kroku czasowym [19]. Oznaczenie
kazdej z metod wzbogacono o przecietna liczbe weztéw w blokach macierzy
J l_ll, uzytych do poprawy uwarunkowania. Widaé, ze dla technik bezmacierzo-
wych warto$é parametru CFL moze by¢ o kilka rzedow wielkosci wieksza niz
dla technik standardowych. Pozwala to uzyska¢ zdecydowane przyspieszenie
zbieznosci calej symulacji, zilustrowane na rys. 2.14 i 2.15 (miara zbieznosci jest
ponownie iloraz DIFF/CFL (2.8)). Liczba krokéow czasowych w calej symula-
cji jest dla technik bezmacierzowych kilka rzedéw wielkodci mniejsza niz dla
technik standardowych. Biorac pod uwage wiekszy koszt obliczeniowy technik
bezmacierzowych, ich przewaga w caltkowitym czasie symulacji maleje, wciaz
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Rys. 2.14. Symulacja okolodzwiekowego przeptywu wokét profilu NACA0012: glo-
balna zbieznosé¢ (wyrazana miara (2.8)) jako funkcja liczby krokow cza-
sowych dla poszczegélnych metod rozwiazywania ukladéw réwnan li-
niowych (opis metod jak dla rys. 2.13)

jednak pozostaje znaczaca.

2.7.7 Zlozonos¢ obliczeniowa rozwigzywania ukladéw réwnan
liniowych

Macierze uktadéw réwnan liniowych powstajace w wyniku dyskretyzacji MES
sa nie tylko macierzami rzadkimi, ale najczesciej (przy zastosowaniu odpo-
wiedniej numeracji stopni swobody) takze macierzami pasmowymi (wstego-
wymi) [184, 91, 42]. Szeroko$¢ pasma macierzy A, w ktorym moga wystepowaé
wyrazy niezerowe, oznaczana przez Ny, jest parametrem decydujacym o zlo-
zonosci obliczeniowej metod bezposredniego rozwigzywania ukladéw réwnan
liniowych MES. W trakcie obliczeri za pomocg rozmaitych wariantéw elimina-
c¢ji Gaussa, pasmo, poczatkowo zawierajgce przewage wyrazoéw zerowych, jest
wypelniane liczbami r6znymi od zera, dla ktérych wykonuje sie operacje algo-
rytméw. Ny jest najezesciej wielkoscia rzedu N2/3 w przypadku symulacji troj-
wymiarowych (3W) i rzedu N'/2 dla probleméw dwuwymiarowych (2W) (dla
szczegblnie korzystnych geometrii obszaru obliczeniowego lub technik apro-
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Rys. 2.15. Symulacja okotodzwiekowego przeptywu wokot profilu NACA0012: glo-
balna zbieznosé¢ (wyrazana miara (2.8)) jako funkcja catkowitego czasu
symulacji dla poszczegélnych metod rozwiazywania ukladéw réwnan
liniowych (opis metod jak dla rys. 2.13)

ksymacji wartosci te moga by¢ nizsze — przypadki te nie sg uwzgledniane w
dalszych analizach).

Jesli za zlozonos¢ pamieciowa przyjmie sie wielko$¢ potrzebna do przecho-
wania calego pasma, to bedzie ona rzedu N%/3 (3W) lub N3/2 (2W). Dla liczby
stopni swobody w problemie ponad milion daje to rozmiary wymaganej pamieci
rzedu kilkudziesieciu i kilkuset Gigabajtow. Dlatego w realizacji algorytméow
bezposredniego rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych popularne sa tech-
niki tzw. out-of-core, korzystajace w trakcie wykonywania obliczeri z pamieci
dyskowej, co jednak znacznie spowalnia dziatanie w poréwnaniu z algorytmami
korzystajacymi wytacznie z pamieci operacyjnej.

Metody iteracyjne, szczegdétowo analizowane w niniejszej pracy, wymagaja
w przypadku rzadkich macierzy uktadu znacznie mniej pamieci niz metody
bezposrednie. Potrzebny rozmiar, réwny ztozonosci jednej iteracji metody, jest
ograniczony do niewielkiej wielokrotnosci rozmiaru zajmowanego przez nieze-
rowe wyrazy macierzy, ktory to rozmiar jest (patrz p. 2.5.5) tego samego rzedu,
co liczba niewiadomych (jako zZe liczba niezerowych wyrazéow w pojedynczym
wierszu macierzy ukladu jest ograniczona). W efekcie metody iteracyjne maja



93

liniowe ztozonosci pamieciowe, co umozliwia, w zdecydowanej wiekszosci przy-
padkéw, realizacje algorytmoéw in-core — wytacznie w pamieci operacyjnej.

Rzad ztozonosci czasowej wariantow eliminacji Gaussa wynosi N Nd2 , co dla
przypadkow réznych wymiaréw probleméw daje N7/3 (3W) lub N2 (2W). Dla
miliona stopni swobody i procesora o wydajnosci 1 Gflop/s czas rozwiazania
uktadu wynosi kilka godzin (dla metod iteracyjnych w przypadku odpowiedniej
szybkosci zbieznosci — kilkanascie do kilkudziesieciu iteracji metody dla uzyska-
nia zalozonej tolerancji — czas ten moze wynosi¢ kilka minut, patrz p. 2.7.11).

Dodatkowa wada eliminacji Gaussa jest brak efektywnych realizacji rowno-
legtych [78]. Przy liczbie stopni swobody w zakresie dziesiatek i setek milionow,
nawet najbardziej wyrafinowane réwnolegte warianty eliminacji Gaussa staja
sie praktycznie nierealizowalne?3.

Inaczej prezentuja sie charakterystyki solweréw iteracyjnych. Ztozonosé
czasowa metod iteracyjnych zalezy w gléwnej mierze od zbieznosci procesu
iteracyjnego, jej istnienia i szybkosci. W ogdlnym przypadku zbieznosé¢ zalezy
i od cech rozwigzywanego problemu, i od metod aproksymacji. Mimo istnienia
wielu typéw zagadnien i metod dyskretyzacji, dla ktérych nie opracowano jesz-
cze efektywnych algorytmoéw iteracyjnych, istnieje grupa metod iteracyjnych
o szerokim spektrum zastosowan i wydajnej realizacji, tak sekwencyjnej, jak i
rownoleglej. Do grupy tej naleza, omawiane w niniejszej pracy, metody wielo-
siatkowe (patrz p. 2.7.3 oraz algorytm MG) i metody podprzestrzeni Krytowa
(patrz p. 2.7.5 oraz algorytmy CG i GMRES) z odpowiednio dobrana poprawa
uwarunkowania macierzy ukladu. Zbieznos¢ metod Krylowa zalezy w decydu-
jacy sposob od uwarunkowania macierzy uktadu. Najefektywniejsza metoda
poprawy uwarunkowania jest metoda wielosiatkowa. W dalszej czesci niniej-
szego punktu oraz dwoch punktach nastepnych analizowana bedzie ztozonosé
takiego wtlasnie, nalezacego do najefektywniejszych obecnie, solwera, powsta-
tego z potaczenia metody Krylowa i wielosiatkowej poprawy uwarunkowania
macierzy.

Dla metody wielosiatkowej, stosowanej jako niezalezny solwer uktadéw réow-
nan liniowych, istnieja dowody optymalnej liniowej zlozonosci obliczeniowej
[84, 176, 45, 118|. W wiekszosci przypadkéw dowody te uzyskiwane sa dla
dyskretyzacji liniowych zagadnien eliptycznych, w prostych obszarach oblicze-

2Na liscie Top500 najpotezniejszych —systeméw komputerowych na  $wiecie
z czerwca 2004 r. pierwsze miejsce zajmowal komputer Earth Simulator, bedacy wielopro-
cesorowg (5120 procesor6w) maszyna zlozong z procesoréw wektorowych, wyprodukowana
przez firme NEC. Potrafi on rozwiazaé za pomoca eliminacji Gaussa uktad réwnari o ok. 10°
stopni swobody w ok. 6 godzin. Algorytm rozwigzywania nie wykorzystuje ewentualnej
pasmowosci lub rzadkosci macierzy.
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niowych i dla prostych aproksymacji (najczesciej dokonywanych metoda réznic
skoriczonych). Dla bardziej ztozonych probleméw (np. nieliniowych) i apro-
ksymacji (np. wyzszego rzedu, anizotropowych) trudniej o teoretyczne dowody
zbieznodci, a praktyczne eksperymenty pokazuja, ze w wielu przypadkach zbiez-
nos¢ pogarsza sie. Nadal jednak moze pozostaé¢ zblizona do optymalnej, jesli
liczba cykli V koniecznych do uzyskania zbiezno$ci solwera nieznacznie tylko
zmienia sie wraz ze zwiekszaniem sie liczby stopni swobody (w przypadku ob-
liczeri wielkiej skali adaptacyjna MES najczesciej zwiazanym ze zmniejszaniem
si¢ rozmiaru elementow). Dotyczy to jednakowo cykli V metody wielosiatkowej,
jako niezaleznego solwera, jak i metod podprzestrzeni Krytowa z pojedynczym
cyklem V, jako technika poprawy uwarunkowania macierzy ukladu. Ekspery-
mentalne badanie zbieznosci tego ostatniego solwera w przypadku nieciaglej
aproksymacji MES zawiera p. 2.7.11.

2.7.8 Analiza zlozonosci obliczeniowej rozwigzywania ukladow
rownan liniowych — przypadek ogélny

Rozwazona zostanie ztozonosé obliczeniowa metody GMRES z wielosiatkowa
poprawa uwarunkowania macierzy. W stosunku do metody sprzezonych gra-
dientoéw dodatkowym, istotnym z punktu widzenia ztozonosci, elementem algo-
rytmu jest jawne obliczanie bazy przestrzeni Krytowa. Poza tym ztozonosé obu
metod (w przypadku stosowania tych samych metod poprawy uwarunkowania)
jest zblizona.

Poréwnane beda dwa warianty algorytmu. W pierwszym, oznaczanym dalej
symbolem GMRES-MG-MS, zastosowane bedzie wygladzanie btedu multipli-
katywng metods Schwarza, w drugim, oznaczanym jako GMRES-MG-ILU,
do tego celu uzyta zostanie niekompletna eliminacja Gaussa w postaci techniki
rozkladu ILU(0).

Ztozonosé obliczeniowa algorytmu GMRES

Pojedynczy restart algorytmu GMRES sklada sie z jednego obliczenia residuum
uktadu, kilku mniej istotnych obliczeniowo operacji (w tym obliczenia ostatecz-
nej postaci rozwiazania) i petli po wektorach Krylowa (wektorach bazowych
podprzestrzeni Krytowa). W pojedynczej petli liczba iteracji, nazywanych da-
lej iteracjami GMRES, jest ograniczona przez maksymalng liczbe wektorow
Krytowa w restarcie — Ny.

Pojedyncza iteracja algorytmu GMRES sktada sie z nastepujacych, istot-
nych z punktu widzenia kosztu obliczeniowego, operacji:
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e obliczenie iloczynu M~1AT; ,
e odpowiedni fragment zmodyfikowanej procedury Grama-Schmidta.

Rozwigzywany w kazdej iteracji problem minimalizacyjny metody GMRES
(z prostokatna macierza ukladu réwnan liniowych, stad do jego rozwiazania
stosuje sie specjalne techniki, jak np. rozktad QR) ma rozmiar réwny liczbie
wektorow Krylowa w aktualnym momencie. Jako ze liczba ta jest niewielka,
koszt rozwiagzania problemu minimalizacyjnego jest pomijalny.

Zmodyfikowana ortonormalizacja Grama-Schmidta

Fragment procedury ortonormalizacji Grama-Schmidta zwiazany z pojedyn-
czym wektorem bazowym polega na obliczeniu iloczynu skalarnego tego wek-
tora ze wszystkimi uprzednio obliczonymi wektorami bazy, a nastepnie odjeciu
odpowiedniej kombinacji liniowej obliczonych wektoréw od wektora rozwaza-
nego. Jej wariant, zwany procesem Arnoldiego, uzyty w algorytmie GMRES na
s. 80, polega na jednoczesnym obliczaniu iloczynéw skalarnych i odejmowaniu
od rozwazanego wektora. Celem tej modyfikacji jest zwiekszenie odpornosci
na bledy zaokragleri, ktore nieodlacznie pojawiaja sie w trakcie procedury,
zmniejszajac doktadnosé ortonormalizacji. W przypadku restartowanej me-
tody GMRES i wymiaréw podprzestrzeni Krytowa rzedu kilkudziesieciu, btedy
te nie wplywaja znaczaco na zbieznosé algorytmu GMRES.

Ztozono$é pamieciowa procedury ortonormalizacji Grama-Schmidta jest de-
terminowana przez koniecznos¢ przechowywania wszystkich wektoréw Krylowa
utworzonych w danym restarcie. Koszt pamieciowy wynosi wiec NNy, gdzie
N jak zwykle oznacza catkowita liczbe stopni swobody w problemie, bedaca
jednoczesnie dlugoscia pojedynczego wektora Krylowa. Koszt ten jest po-
rownywalny z kosztem przechowania oryginalnej macierzy uktadu A i blo-
kéow macierzy zwiazanych z poprawa uwarunkowania A. Dla wielu proble-
moéw (m.in. opisywanych w niniejszej pracy problemow dyskretyzacji czasowej
i pseudoczasowej dla rownan Eulera [18, 19]) zbieznosé metody GMRES jest na
tyle dobra, ze wykorzystuje sie tylko kilka wektorow w pojedynczym restarcie,
a restartowanie nie powoduje istotnego wydluzenia czasu dziatania. Nierzadko
jednak wprowadzenie restartu zaburza zbieznosé algorytmu GMRES, co wy-
musza uzycie podprzestrzeni Krytowa o wymiarach rzedu kilkudziesieciu (jest
tak np. w przypadku zastosowania nieciggtej aproksymacji Galerkina do pro-
bleméw z nieciagltymi wspotczynnikami o duzych skokach [29]).

Ztozono$é czasowa w przypadku ortonormalizacji pojedynczego wektora r;
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jest rowna:
i—1
> 4N (2.97)
=0
Koszt ortonormalizacji dla pelnego restartu wynosi wiec:
Ny
AN Y i =2NNy(Ng +1) (2.98)
i=1

Kwadratowa zlozonosé czasowa procedury Grama-Schmidta (jako funkcji wy-
miaru przestrzeni Krytowa) moze powodowaé, ze koszt ortonormalizacji wekto-
row Krylowa przewyzsza koszt poprawy uwarunkowania macierzy (zwlaszcza
jesli ten skaluje sie liniowo wraz ze wzrostem liczby stopni swobody N).

Powyzsze fakty pokazuja, ze w przypadku stabej zbieznosci metody
GMRES, koszt obliczeniowy zwigzany z jawnym tworzeniem bazy podprze-
strzeni Krylowa moze dominowaé¢ w catkowitej ztozonosci algorytmu GMRES.
Dlatego zawsze stara sie dobraé¢ podprzestrzen o minimalnym wymiarze (czesto
metoda prob i btedow) i stosowaé efektywna poprawe uwarunkowania macierzy
uktadu, poprawiajacg zbieznosé metody GMRES.

Poprawa uwarunkowania macierzy ukltadu

Obliczenie iloczynu M~'Ar; i, realizujagcego poprawe uwarunkowania macie-
rzy A, jest dokonywane w analizowanej metodzie algorytmem wielosiatkowym
MG (s. 74). W obu rozpatrywanych wariantach (GMRES-MG-MS i GMRES—
~MG-ILU) nie tworzy sie macierzy poprawy uwarunkowania M~!, lecz wyko-
rzystuje przetworzone w odpowiedni sposéb bloki macierzy A.

Ztozonosé obliczeniowa pojedynczego cyklu V metody wielosiatkowej jest
sumay ztozonodci dla kolejnych poziomoéw siatki. Obliczenia na poziomach wyz-
szych sktadaja sie z nastepujacych etapow:

e wygladzanie bltedu na siatce gestej,
e obliczenie residuum,
e rzutowanie residuum na siatke rzadka,

e rozszerzenie rozwigzania problemu korekty na siatce rzadkiej do prze-
strzeni zwigzanej z siatka gesta,

e ponowne wygtadzanie btedu na siatce gestej.
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Poza tym wystepuja standardowe operacje wektorowe (azpy) o relatywnie ni-
skiej ztozonosci obliczeniowe;j.

W przypadku siatki najrzadszej uktad rownar musi zosta¢ rozwiazany do-
ktadnie. Koszt rozwigzania zalezy od wlasciwosci problemu i rodzaju aproksy-
macji. Istnieja zadania, ktore wymagaja zastosowania metod bezposrednich
(np. dla probleméw nieokreslonych dodatnio). Dla innych, wybor solwera bez-
posredniego lub iteracyjnego bedzie zalezal od efektywnosci obliczeniowej. Je-
zeli liczba stopni swobody dla siatki najrzadszej jest niewielka (rzedu tysiecy),
zastosowanie metod bezposrednich staje sie optacalne. W rozwazaniach niniej-
szej pracy zaklada sie, ze uktad odpowiadajacy siatce najrzadszej jest na tyle
maly, ze koszt obliczeniowy zwigzany z jego rozwiazaniem jest nizszego rzedu
niz koszt wygtadzania btedu na siatce najgestszej (ostatecznej).

Jezeli ztozonosé obliczen na siatce ostatecznej jest liniowa, to analiza ztozo-
nosci obliczeniowej cyklu V prowadzi do rekurencji, ktorej rozwiazaniem jest
takze funkcja liniowa wzgledem liczby niewiadomych w uktadzie. Z tego po-
wodu analiza zlozonosci obliczeniowej w dalszych punktach przeprowadzona
zostanie dla operacji zwiazanych z siatka ostateczng.

Ztozonosé obliczeniowa uzyskiwania residuum ukladu

Ztozonosé obliczeniowa uzyskiwania residuum uktadu zalezy od niezerowej
struktury i sposobu przechowywania macierzy A. W niniejszej analizie za-
ktada sie, ze macierz A przechowywana jest z wykorzystaniem blokéw elemen-
tarnych A]}i - Daje to optymalnag ztozonosé pamieciows (przechowywane sa
wylacznie elementy niezerowe macierzy), przy jednoczesnym grupowaniu ele-
mentow, co usprawnia zarzadzanie pamiecig w trakcie operacji macierzowych
(mniej adresowania posredniego) i przyczynia sie do lepszego wykorzystania
pamieci podrecznej komputera.

Liczba operacji potrzebnych do obliczenia residuum uktadu réwnan jest
zdominowana przez liczbe operacji przy realizacji iloczynu z macierza uktadu.
Obliczenie iloczynu odbywa sie w petli po podwektorach elementarnych i zwig-
zanych z nimi poziomych pasmach macierzy A. Dla kazdego podwektora ele-
mentarnego wykonuje sie petle po wszystkich podwektorach sasiadujacych, a
wiec takich, dla ktérych w danym pasmie macierzy A istnieja niezerowe wy-
razy (bloki elementarne pozadiagonalne). Oznaczajac liczbe sasiadow i-tego
podwektora przez Nsibl oraz liczbe stopni swobody w podwektorze i przez NsislD7
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uzyskuje sie ztozonosé czasowa dla pojedynczego podwektora elementarnego:

sbl

1 9,
ssb + 22 SSbNiE ) (299)

i w efekcie dla mnozenia A z dowolnym wektorem globalnym:

bl ) ) N, (3.4
S oaNg, [N, + > N (2.100)
— ot
gdzie N, 1 oznacza catkowita liczbe blokéow elementarnych, a gls(i, j) globalny

numer (identyfikator) j-tego sasiada i-tego podwektora elementarnego.

Ze wzgledu na nienakladanie si¢ blokéw elementarnych (patrz p. 2.5.5) wzor
(2.100) okresla (podwojona) liczbe niezerowych wyrazéw macierzy A. Okre-
§la tym samym zlozono$é pamieciows obliczania residuum uktadu réwnan w
metodzie GMRES. Jak widaé, zlozonos¢ ta zalezy od struktury siatki i typu
aproksymacji MES, ktére determinuja, liczbe stopni swobody w pojedynczym
podwektorze elementarnym i liczbe sasiadéw pojedynczego podwektora.

Zlozonosé obliczeniowa prolongacji i restrykcji w metodzie wielosiat-
kowej

Obie operacje zwigzane z przenoszeniem rozwigzania pomiedzy siatkami gesta
i rzadka realizowane sa z ta sama ztozonoscia obliczeniowa. Niezaleznie czy
formuje si¢ jawnie macierz R¢;, czy dokonuje operacji rzutowania, algorytmy
rozszerzenia i zawezenia sa podobne, zmienia sie natomiast uktad dziatan. Zto-
zonos$¢ pozostaje ztozonoscig mnozenia wektora stopni swobody na odpowied-
nim poziomie przez macierz R¢, lub Ra. Przy realizacji mnozenia wykonuje
sie operacje tylko na niezerowych elementach macierzy, a liczba tych ostatnich
jest jedynym czynnikiem determinujacym ztozonosé obliczeniowa rozszerzenia
i zawezenia (prolongacji i restrykcji). W efekcie ztozonosé ta (tak pamieciowa,
jak 1 czasowa) jest zawsze liniowa funkcja liczby stopni swobody w problemie.

W przypadku operatoréw otrzymanych za pomoca wzoréw (2.81) liczba nie-
zerowych wyrazow w macierzy Rg, jest zalezna od proporcji i rozktadu stopni
swobody na siatce gestej i rzadkiej. Kazdy i-ty wiersz macierzy R¢; odpowiada
pojedynczemu stopniowi swobody na siatce rzadkiej, a wiec i pojedynczej funk-
cji bazowej gba__l na tej siatce. Liczba niezerowych wyrazéw w pojedynczym
wierszu zalezy od liczby funkcji bazowych na siatce gestej, ktore uzyte sa do
interpolacji ¢iC,-_1- Funkcje te nie zeruja sie wspolnie z ¢ici_1 W €O najmniej
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jednym elemencie siatki gestej i sg réwne zeru wszedzie tam, gdzie qSiCH jest
rowna zeru.

W efekcie liczba niezerowych wyrazéw w macierzy Re, zalezy od typu i
stopnia aproksymacji oraz od sposobu konstrukcji siatki rzadkiej. W przy-
padku opisywanej metody wielosiatkowej, gdzie kolejne siatki sg zwigzane z
elementami pochodzacymi z podziatléw elementéw-rodzicow, proporcja stopni
swobody na siatce rzadkiej i gestej zalezy od liczby elementow-dzieci dla po-
jedynczego dzielonego elementu oraz od stopni aproksymacji we wszystkich
uczestniczacych w podziale elementach.

Zagadnieniem odrebnym od uzycia macierzy R¢, jest problem obliczenia jej
wspolczynnikéw. Obliczenia tego dokonuje sie jednorazowo dla danej pary sia-
tek (macierz R, moze by¢ wykorzystywana wielokrotnie dla kolejnych wywo-
tan solwera). Wyrazy macierzy R¢, najczesciej odpowiadaja wspotczynnikom
interpolacji funkcji bazowych siatki rzadkiej na siatce gestej. Jesli taka pro-
sta interpolacja nie jest mozliwa, alternatywa jest rozwiazanie odpowiedniego
zadania projekcji dla kazdej funkcji bazowej. Dla aproksymacji wyzszego stop-
nia uzycie w takich przypadkach nieoptymalnych (nieortogonalnych) funkcji

bazowych moze spowodowaé znaczny wzrost ztozonosci obliczeniowej — rzedu

p°.

Zlozonosé obliczeniowa wygladzania bledu za pomoca pojedynczej
iteracji multiplikatywnej metody Schwarza

Roéznice miedzy technikami poprawy GMRES-MG-MS i GMRES-MG-ILU
polegaja na réznym sposobie przeprowadzenia wygladzania bledu na siatce
danego poziomu. Dla multiplikatywnej metody Schwarza rozwazony zosta-
nie algorytm odpowiadajacy blokowej metodzie Gaussa-Seidla (wzor (2.56) i
algorytm NLE-GS z przyktadu w p. 2.7.6). W celu uogélnienia rozwazan zato-
zone zostanie, ze bloki macierzy A wykorzystane do poprawy uwarunkowania
odpowiadajg grupom obiektow siatki, a wiec sktadaja sie z wielu blokéw ele-
mentarnych i moga zachodzié¢ na siebie. Bloki takie nazywane beda blokami
poprawy uwarunkowania i oznaczane przez AIID( v Kazdemu takiemu blokowi
odpowiada para podwektoréw stopni swobody, nazywanych dalej podwekto-
rami poprawy uwarunkowania (blokom diagonalnym odpowiada pojedynczy
podwektor). Pojedynczy K-ty podwektor poprawy uwarunkowania sktada sie
Z lef odpowiednich elementarnych podwektoréw stopni swobody.

[lustracja konstrukcji blokéw AIP( A Jest rys. 2.16. Przedstawia on fragment
macierzy A zwiazany z trzema podwektorami poprawy uwarunkowania. Kaz-
demu podwektorowi K odpowiada poziome pasmo macierzy A o szerokosci
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(wysokosci) rownej liczbie stopni swobody w podwektorze:

GL K
NE; = Z N @ (2.101)

gdzie GL(i, K) okresla globalny numer i-tego kolejnego podwektora elementar-
nego sktadajacego sie na K-ty podwektor poprawy uwarunkowania. Rysunek
2.16 przedstawia fragment macierzy A wokot przekatnej gtownej, w przypadku
gdy podwektory poprawy uwarunkowania nie zachodza na siebie. Bloki po-
prawy uwarunkowania na rys. 2.16 utworzone sa z blokéw elementarnych ma-
cierzy A. 7 kazdym diagonalnym blokiem poprawy uwarunkowania zwigzany
jest podwektor poprawy uwarunkowania. Kazdemu podwektorowi poprawy
uwarunkowania odpowiada podobszar obszaru ), w ktérym funkcje bazowe
zwigzane ze stopniami swobody podwektora sa niezerowe. Jesli podobszary
zwigzane z dwoma podwektorami poprawy uwarunkowania czesciowo nakta-
daja sie na siebie (sasiaduja z soba), wtedy istnieja w macierzy A niezerowe
wyrazy odpowiadajace obu podwektorom. Wyrazy takie tworza pozadiago-
nalne bloki poprawy uwarunkowania. Rysunek 2.16 pokazuje sytuacje, gdy dla
dwoch sposrod trzech reprezentowanych podwektoréw poprawy uwarunkowa-
nia, zwiazane z nimi podobszary sasiaduja z soba lub nakltadaja sie. W efekcie
powstaja dwa pozadiagonalne bloki poprawy uwarunkowania, po jednym w
odpowiednich poziomych pasmach macierzy A.

Sytuacja komplikuje sie, jesli podobszary zwiazane z poszczegdlnymi blo-
kami poprawy uwarunkowania naktadaja sie na tyle, ze zwigzane z nimi pod-
wektory poprawy uwarunkowania cze$ciowo si¢ pokrywaja. Wtedy pasma ma-
cierzy A zwiazane z podwektorami poprawy uwarunkowania takze pokrywaja
sie i niektore z blokéw elementarnych wystepuja jednoczeénie w réznych blo-
kach poprawy uwarunkowania.

Algorytm wygladzania btedu jest realizowany w petli po podwektorach po-
prawy uwarunkowania. Dla kazdego podwektora dokonuje sie mnozenia frag-
mentu odpowiadajacego mu poziomego pasma macierzy uktadu z globalnym
wektorem stopni swobody. W kazdym pasmie uwzglednia si¢ wszystkie nieze-
rowe pozadiagonalne bloki elementarne (stosownie do wzoru (2.56)). Oznacza
to petle po Né{ podwektorach elementarnych tworzacych podwektor poprawy
uwarunkowania i wykonanie mnozenia o ztozonosci czasowej danej wzorem:

NE NG o
S 3 anGHER NEHELER)D) (2.103)
i=1  j=1
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AY, AT, AY; AT A,

Aby AL, Al Abe AL;

Agl,l A3Fj,2 A3Ef,3 A]?ff,ﬁ Agi
AL, Al (2.102)
AL, AL

Rys. 2.16. Konstrukcja blokéw poprawy uwarunkowania macierzy A uktadu réw-
nan liniowych MES (zaznaczonych nawiasami okraglymi), na bazie blo-
kéw elementarnych AE M

gdzie Ni{jg’fm oznacza liczbe sasiadow podwektora elementarnego GL (i, K),

nie nalezacych wraz z podwektorem GL(7, K') do K-tego podwektora poprawy
uwarunkowania.

Kolejnym etapem algorytmu blokowej metody Gaussa-Seidla jest rozwia-
zanie sekwencji probleméw lokalnych (2.56). Rozwiazanie to dokonywane jest
wielokrotnie w trakcie iteracji, za kazdym razem z tymi samymi macierzami
lokalnych uktadéw réwnai, lecz réznymi wektorami prawych stron. Zaklada-
jac, ze macierze uktadow (2.56) sa geste, mozna do rozwiazania wykorzystaé
eliminacje Gaussa z klasycznym rozktadem LU. W takim wypadku dla poje-
dynczej macierzy lokalnej faza rozktadu ma ztozonosé czasowa 2/3(NLX;)3, na-
tomiast rozwiazanie mozna uzyskaé wykonujac 4(NX;)? operacji (jesli rozwia-
zanie otrzymywane jest w wyniku mnozenia przez odwrotnos¢ macierzy uktadu,
ztozonosé zmniejsza si¢ do 2(NL;)?). Faze rozktadu LU blokéw poprawy uwa-
runkowania mozna przeprowadzi¢ odrebnie, przed rozpoczeciem iteracji, a jej
ztozono$é dla wszystkich N}S blokéw poprawy uwarunkowania wynosi:

Ni
> 2/3(NE;)3 (2.104)
K=1

Ostatecznie pojedyncza iteracja uogoélnionej blokowej metody Gaussa-Seidla
(metody multiplikatywnej Schwarza), bedaca sekwencja rozwiazan lokalnych
ukladow rownan (2.56), gdzie najpierw dokonuje sie mnozenia (2.103), nastep-
nie dodaje odpowiedni fragment wektora prawej strony i w koricu przeprowadza
faze rozwiazania uktadu z uprzednio odwrdcong macierzg diagonalng AIP< K> Ma
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ztozonosé czasowa:

P K NOLGL,K)
Ny, Ny Nsbl,off QLK) 8(CLG.K) )
K \2 K s S %),
Z 2<NSSB> + NSSB + Z Z 2‘Nssb ' ngsb R (2'105>
K=1 i=1 j=1

W przypadku gdy bloki AE’( x hie nakladaja si¢ na siebie, powyzsza zlozo-
nos¢ jest, z doktadnoscia do mnozenia podwektoréow elementarnych przez bloki
elementarne tworzace diagonalne bloki poprawy uwarunkowania i uwzglednie-
nia wektora prawej strony, réwna sumie liczby operacji mnozenia macierz—
—wektor danej przez (2.99) i liczby operacji rozwiazania probleméw lokalnych
réwnej:

Ny
> 2(NES)2 (2.106)
K=1

Jesli bloki poprawy uwarunkowania nakladaja sie na siebie, liczba operacji
moze sie znacznie, nawet kilkadziesieciokrotnie, zwiekszy¢.

Ztozonos¢ pamieciowa wygtadzania btedu metodami dekompozycji obszaru
jest determinowana przez koszt przechowywania diagonalnych blokéw poprawy
uwarunkowania macierzy uktadu uzywanych w algorytmach. Mnozenie pozio-
mych pasm macierzy A przez globalne wektory realizowane jest przy wyko-
rzystaniu przechowywania macierzy uktadu w postaci blokow elementarnych.
Koszt ten przypisany jest w niniejszej analizie obliczaniu residuum uktadu réw-
nani. W trakcie rozwigzywania probleméw lokalnych w petli po podwektorach
poprawy uwarunkowania nie wykorzystuje sie pozadiagonalnych blokéw po-
prawy uwarunkowania. W metodach dekompozycji obszaru nie musza by¢ one
tworzone. Koszt przechowania diagonalnych blokéw poprawy uwarunkowania
Wynosi:

Ni
> (NKR)? (2.107)
K=1

W przypadku duzych, naktadajacych sie na siebie blokéw poprawy uwarunko-
wania koszt ten moze znacznie przewyzszaé¢ koszt przechowywania oryginalnej
macierzy A. Uzasadnieniem ponoszenia tak znacznych wydatkéw obliczenio-
wych moze sta¢ sie konieczno$é¢ zagwarantowania lub istotnego poprawienia
calosciowej zbieznosci solwera.
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Ztozonosé obliczeniowa wygladzania btedu z zastosowaniem niekom-
pletnego rozkladu LU

Ztozonosé algorytmu wygtadzania bledu z zastosowaniem niekompletnego blo-
kowego rozkladu LU zalezy od sposobu konstrukeji blokéw poprawy uwarun-
kowania. W wiekszosci przypadkéw nie zachodzi potrzeba uzycia blokéw wiek-
szych niz bloki elementarne [29], dlatego analiza zostanie przeprowadzona dla
tego wtasnie przypadku.

Na podstawie algorytmu FR-BS z s. 84 widaé, ze wygtadzanie btedu z za-
stosowaniem rozktadu ILU(0) odbywa sie w dwoch petlach po wszystkich pod-
wektorach poprawy uwarunkowania. Dla kazdego podwektora o okreslonym
indeksie (identyfikatorze) wykonuje sie iteracje po sasiednich podwektorach
poprawy uwarunkowania, w jednym przypadku tylko o indeksach mniejszych,
a w drugim tylko o indeksach wiekszych. Na zakoriczenie mnozy sie podwek-
tor poprawy uwarunkowania przez diagonalny blok poprawy uwarunkowania
(bedacy odwrotnoscia bloku diagonalnego w oryginalnej macierzy). W efekcie
liczba koniecznych operacji jest rowna liczbie operacji dla mnozenia macierz—
—wektor (2.103). Koszt pamieciowy jest rowny kosztowi przechowania orygi-
nalnej macierzy A.

Przygotowanie macierzy A do przeprowadzenia wygladzanie btedu poprzez
realizacje algorytmu ILU(O) z s. 83 jest, przy takim samym rozmiarze blokow
poprawy uwarunkowania, bardziej czasochlonne niz przeprowadzenie rozktadu
lub odwracanie diagonalnych blokéw poprawy uwarunkowania, wymagane w
algorytmie blokowym Gaussa-Seidla. Ztozono$¢ czasowa tej operacji, zgodnie z
algorytmem ILU(0) i zalozeniem, ze bloki poprawy uwarunkowania pokrywaja
sie z blokami elementarnymi, wynosi:

NE N* . Nk

bl ) 8 ) ) sbl, <% gls(l k) ng(Z k) sbl,>k gls(j/ k)
Z Nesb g( sh) Z 2Ngp, Nep Z Nep ™’ (2.108)
i=1 k=1 j=1

gdzie 7' = Nskbl <1 T 7. W powyzszym wzorze zatozono, ze bloki sgsiadujace
z danym k-tym blokiem elementarnym sa tak pogrupowane, ze najpierw na

liscie znajduje sie Nskbl <) blokéw o globalnych identyfikatorach mniejszych od
k, a nastepnie pozostate Nfbl’>k blokéw sasiadujacych.
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2.7.9 Analiza zlozonosci obliczeniowej rozwigzywania ukladéw
rownan liniowych — przypadek szczegdlny jednorodnej
aproksymacji nieciaglej

Rozwazanym przypadkiem szczegélnym jest zastosowanie solwera przy apro-
ksymacji nieciagtej Galerkina wykorzystujacej rownomierna siatke pryzma-
tycznych elementéw skoniczonych o jednorodnym stopniu aproksymacji p.
Siatka taka moze powstaé¢ np. przez szereg réwnomiernych adaptacji siatki
z rys. 2.8.

Poréwnywane sa: wykorzystanie blokowego niekompletnego rozkladu
ILU(0) opartego na blokach elementarnych i rozne strategie konstruowania blo-
kéow poprawy uwarunkowania macierzy dla blokowej metody Gaussa-Seidla.
Konstrukcja blokéw poprawy uwarunkowania zwigzana jest z podziatem ob-
szaru obliczeniowego na male podobszary — taty elementow.

Kazdy blok poprawy uwarunkowania odpowiada parze podwektoréw po-
prawy uwarunkowania. Kazdy podwektor poprawy uwarunkowania grupuje
stopnie swobody zwiazane z kilkoma obiektami siatki. Dla nieciggtej dyskre-
tyzacji Galerkina jedynymi obiektami siatki, z ktérymi wiaze sie stopnie swo-
body, sa elementy. Grupa obiektéw siatki przyporzadkowana pojedynczemu
podwektorowi poprawy uwarunkowania jest wiec pewnym zbiorem elementéw.
Elementy te dla efektywnosci poprawy uwarunkowania powinny sasiadowadé z
sobg tworzac tate elementow.

Na poczatek rozwazane sg dwa przypadki: w pierwszym, podwektory po-
prawy uwarunkowania sg podwektorami elementarnymi zwigzanymi z pojedyn-
czymi elementami, w drugim, podwektory poprawy uwarunkowania zwigzane
sa z podobszarami przedstawionymi na rys. 2.17. W tym ostatnim przypadku
zaklada sie, ze late elementoéw (podwektor poprawy uwarunkowania) tworzy
sie dla kazdego elementu siatki oraz ze siatka zawiera na tyle duzo elemen-
tow, ze przy szacowaniu zlozonosci mozna pominaé te elementy na brzegu, dla
ktorych tata bedzie miata ksztalt inny niz przedstawiony na rys. 2.17. Dzieki
pierwszemu z zatozen we wszystkich rozwazanych strategiach konstrukeji blo-
kéw poprawy uwarunkowania ich liczba jest rowna liczbie elementéw, bedacej
takze liczba blokéw elementarnych, NbP1 = NEI = Ng.

Liczby stopni swobody charakteryzujace podwektory i bloki poprawy uwa-
runkowania oraz ostateczne ztozonosci algorytméw wygladzania btedu dla po-
szczegdlnych przypadkéw wygladaja nastepujaco:

e algorytm blokowej metody Gaussa-Seidla z blokami elementarnymi uzy-
tymi do poprawy uwarunkowania:
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Rys. 2.17. Podobszar obszaru obliczeniowego — tata elementéw — wykorzystywany
do poprawy uwarunkowania macierzy ukladéw réwnaini liniowych dla
nieciggltej aproksymacji Galerkina (linie pogrubione — pojedynczy ele-
ment pryzmatyczny, linie cienkie — wszyscy jego sasiedzi)

- NE =1,
— N = Ni, = 3(p+1)%(p +2) = Nk,
- Nsibl,off =9,
— ztozonos¢é czasowa przygotowania macierzy do wygltadzania:
ng;NE = %NI%N (2.109)
— zlozonosé czasowa wygtadzania btedu:
(12NE + Ng)Ng = (12Ng + 1)N (2.110)

— zlozonosé pamieciowa:

NENg = NN (2.111)
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e algorytm blokowej metody Gaussa-Seidla z blokami poprawy uwarunko-
wania odpowiadajacymi podobszarom z rys. 2.17:

NE =6,
NE, =6Ni, =3(p+1)%(p +2) = 6Nk,

Neploft = 3% (warto$¢ srednia, pie¢ tworzacych elementéw ma po
czterech sasiadow poza blokiem, element srodkowy nie ma zadnego),

zlozono$é czasowa przygotowania macierzy do wygladzania:
144NE Ng = 144NZN (2.112)
zlozono$é czasowa wygtadzania bledu:
(112N2 + 6Ng)Ng = (112N + 6)N (2.113)
zlozono$é pamieciowa:

36 NZNg = 36 Ng N (2.114)

e algorytm wykorzystujacy blokowy niekompletny rozktad LU z blokami
elementarnymi, jako blokami poprawy uwarunkowania:

NE =1,
K _ i 1 2 _
NssB_Nssb_ﬁ(ijl) (p+2)_NK>

S
na rys. 2.8; jesli obliczenia odbywaja sie w naturalnej kolejnosci

wzdtuz linii wspotrzednych przestrzennych, elementy maja na prze-
mian dwoch i trzech sasiadow o indeksach mniejszych od wlasnego),

Ngpp i =29 (warto$¢ usredniona dla siatek regularnych takich jak

zlozono$é czasowa przygotowania macierzy do wygltadzania:

242

1
T N2Ng =20-N2N 2.11

zlozono$é czasowa wygladzania bledu:
(12NZ + Ng)Ng = (12N + 1)N (2.116)

zlozono$é pamieciowa:

6NENg = 6Ngk N (2.117)
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Ze wzgledu na znacznie zwiekszona liczbe operacji w przypadku uzycia du-
zych blokéw poprawy uwarunkowania z rys. 2.17 rozwaza sie takze przypadek
zmodyfikowany. Laty elementow tworzy sie dla kazdego elementu, ale dota-
cza sie do nich tylko te elementy, dla ktérych tata nie zostala jeszcze utwo-
rzona. Laty tworzone dla siatek regularnych w naturalnej kolejnosci, opisanej
dla rozkladu LU, majg na przemian trzy lub cztery elementy. Prowadzi to do
nastepujacych charakterystyk metody:

o Ny K =3,
i NssB ssb (p+ 1) (p+ 2) = 3%NK’
° Nsbl off = 43 — wartos¢ usredniona dla siatek regularnych,

e zlozonosé czasowa przygotowania macierzy do wygtadzania:

325
17 3 Ng = 27 NKN (2.118)
e zlozonosé czasowa wygltadzania btedu:
595 7
( NK + NK)NE = (49 NK + 1)N (2.119)

e zlozono$¢ pamieciowa:

4 1
ZQNKNE =12 NgN (2.120)

Przy omawianiu procedur shuzacych do realizacji metody wielosiatkowej,
jako istotne z punktu widzenia obliczeniowego, wymienione zostaty w p. 2.7.8
takze ponizsze dodatkowe operacje, ktérych ztozonosé czasowa dla omawianego
szczegblnego przypadku wynosi:

e obliczenie residuum — ztozonosé réwna (12NZ + Nx)Ng = (12N +1)N,
na podstawie wzoréw (2.100);

e rzutowanie residuum na siatke rzadka — liczba niezerowych elementow w
pojedynczym wierszu odpowiadajacym funkcji ksztaltu na siatce gestej
jest rowna liczbie funkcji ksztaltu w pojedynczym elemencie siatki rzad-
kiej, w omawianym przypadku réwnej Nk. Ztozonos¢ restrykcji wynosi
wiec NgN;

e rozszerzenie rozwiazania na siatce rzadkiej do przestrzeni zwiazanej z
siatka gesta — zlozonosé prolongacji jest identyczna ze ztozonoscig re-
strykcji.
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2.7.10 Wnioski

Podstawg omawianych algorytmoéw iteracyjnego rozwiazywania uktadoéw row-
nan liniowych jest pojedyncza petla wygladzania btedu na zadanej siatce, re-
alizowana jako sekwencja rozwiazan problemow lokalnych (2.56). Ztozonosé
czasowa tej operacji jest rzedu liczby stopni swobody zwiazanych z siatka. W
przypadku stosowania bardzo ogélnych strategii adaptacji, dla ktoérych jedy-
nym ograniczeniem jest nieprzekraczanie zalozonego maksymalnego stopnia
aproksymacji, warunkiem otrzymania optymalnej, rzedu NV, ztozonosci proce-
dury rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych jest utrzymanie statej liczby
iteracji gwarantujacych zbieznos$é¢ solwera liniowego. W praktyce jedynymi
metodami rozwigzywania rownan liniowych zapewniajacymi dla powyzszych
strategii adaptacji zbieznos¢ przy liczbie iteracji statej lub nieznacznie rosng-
cej sa metody wielosiatkowe. Zaprezentowane w pracy szczegdtowe algorytmy
naleza wiec do waskiej grupy algorytméw wykazujacych dla szeregu probleméw
ztozonos$é réwna lub bliska optymalnej. Ich optymalna ztozono$é ma szczegdlne
znaczenie dla obliczenn wielkiej skali, gdy liczba stopni swobody przekracza mi-
lion.

Innym problemem, poruszanym juz wczesniej, jest zaleznosé ztozonosci ob-
liczeniowej rozwazanych solwerdéw réwnan liniowych od stopnia aproksymacji.
Zalezno$é ta wynika z wplywu stopnia aproksymacji na zbieznosé solwera i
ztozonosci pojedynczej operacji wygltadzania btedu, determinujacej ztozonosé
pojedynczych iteracji solwera. Podnoszenie stopnia aproksymacji z reguty osta-
bia zbieznosé solwera, jednak wptyw ten zalezy w duzym stopniu od charakteru
problemu i rodzaju aproksymac;ji.

Wplyw stopnia aproksymacji na ztozono$é¢ wygtadzania btedu jest okreslony
wzorami wyprowadzonymi w pp. 2.7.8 1 2.7.9. W obu przypadkach charakter
zaleznodci jest podobny, jednak znacznie bardziej wyrazisty jest w przypadku
wzorow wyprowadzonych dla konkretnego przypadku szczegolowego (p. 2.7.8).
Ztozonos¢ pojedynczej petli wygtadzania jest tutaj kwadratowa funkcja liczby
stopni swobody w pojedynczym elemencie.

W przypadku ogdlnym (p. 2.7.9) bloki elementarne zwiazane z obiektami
siatki nalezacymi do pojedynczego elementu sasiaduja z soba w sensie tworze-
nia niezerowych wyrazéw w wierszach macierzy uktadu. Stad liczba niezero-
wych wyrazéw w pojedynczym wierszu macierzy ukladu jest liniowa funkcja
liczby stopni swobody w pojedynczym elemencie (bedacej suma liczb stopni
swobody zwiazanych z poszczegolnymi obiektami siatki tworzacymi element).
W konsekwencji ztozonosé wygladzania jest ponownie kwadratows funkcja
liczby stopni swobody w elemencie.



109

Rozne strategie konstrukcji blokéw poprawy uwarunkowania moga zmie-
ni¢ zlozonos¢ obliczeniowa wygladzania o pewien staly czynnik, niezalezny od
stopnia aproksymacji i caltkowitej liczby stopni swobody w problemie. Podob-
nie ma sie sprawa z przygotowaniem macierzy do wygladzania. Tym razem
jednak czynnik zwiekszajacy ztozonos¢ czasowa jest proporcjonalny do kwa-
dratu czynnika zwickszajacego ztozonosé czasowa wygtadzania.

Thumaczac to na zaleznosci od stopnia aproksymacji, otrzymuje sie w przy-
padku tréjwymiarowym zlozonosé¢ pamieciows rzedu p? oraz ztozonosé czasows
wygtadzania rzedu p? i zlozonosé czasows przygotowania do wygtadzania rzedu
pS. Zaleznosci te nalezy uwzgledni¢ dobierajac calosciows stretegie aproksy-
macji MES. Zyski zwickszonej doktadnosci, wynikajace z zastosowania apro-
ksymacji wyzszego rzedu, nawet tak znaczne, jak prezentowane w p. 2.6.6 dla
gtadkiego problemu w regularnym obszarze, sa przeciwwazone istotnie wzra-
stajacymi nakladami obliczeniowymi: rzedu co najmniej p? dla czasowej zlo-
zonoéci catkowania numerycznego (lub nawet p® w przypadku zastosowania
nieoptymalnych procedur standardowych) i rzedu co najmniej pb dla czaso-
wej ztozonosci rozwigzywania uktadéw réwnan liniowych, nawet przy zastoso-
waniu optymalnych metod wielosiatkowych z opisywanymi w niniejszej pracy
blokowymi algorytmami wygtadzania btedu. Istotny, a w wielu wypadkach
decydujacy, jest takze rzad zlozonosci pamieciowej solwera réwnan liniowych
wynoszacy p-.

Dla metod nieblokowych, takich jak standardowe iteracje proste Jacobiego,
Gaussa-Seidla czy SSOR, poprawa uwarunkowania jest stabsza i moze nie gwa-
rantowaé zbieznosci. Jednak w wypadku jej uzyskania wzrost ztozonosci cza-
sowej jest rzedu tylko p3, przy stalej zlozonosci pamieciowe;j.

2.7.11 Weryfikacja eksperymentalna analiz zlozono$ci oblicze-
niowej algorytmoéow rozwigzywania uktadéw réwnan li-
niowych

Weryfikacja przedstawionych uprzednio analiz ztozonosci obliczeniowej solwe-
row réwnan liniowych dokonana jest dla omawianego w p. 2.6.6 przykladu
zastosowania nieciagtej aproksymacji Galerkina do rozwiazania réwnania La-
place’a w szescianie jednostkowym. Rozwazana jest sekwencja rozwiazan dla
réznych stopni aproksymacji p oraz siatek otrzymanych poprzez réwnomierne
zageszczanie siatki z rys. 2.8. Kazdorazowo uzywana jest restartowana metoda
GMRES z maksymalnie dwudziestoma wektorami Krytowa.

Tablice 2.7 1 2.8 przedstawiaja poréwnanie kosztéw obliczeniowych dla oma-
wianych uprzednio wersji solwera blokowego oraz dwoéch stopni aproksymacji
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Tablica 2.7. Charakterystyki solwerdéw réwnan liniowych w przypadku zastosowa-
nia nieciggtej aproksymacji Galerkina stopnia p = 2 do rozwiazania
roéwnania Laplace’a w szeScianie jednostkowym

Solwer Liczba stopni swobody
288 | 2304 | 18 432 | 147 456
SBGS-s | liczba iteracji 18 40 91 193

pamie¢ [MBajt| | 0.25 | 2.35 | 20.08 | 165.73
czas obliczen [s| | 0.082 | 0.20 4.46 84.12
SBGS-1 | liczba iteracji 9 13 18 30
pamie¢ [MBajt| 0.49 | 522 | 47.31 401.68
czas obliczen [s| | 0.014 | 0.23 2.92 40.96
SBILU liczba iteracji 10 15 25 57
pamie¢ [MBajt| 0.37 | 3.62 | 31.51 262.22
czas obliczen [s| | 0.013 | 0.18 3.25 | 152.32
MBGS-s | liczba iteracji 17| 498 00 00
pamieé¢ [MBajt] | 0.30 | 2.60 | 22.32| 185.10
czas obliczen [s| | 0.023 | 6.32 — —
MBGS-1 | liczba iteracji 8 11 12 12
pamie¢ [MBajt| | 0.54 | 5.72 | 52.66 | 451.38
czas obliczen [s| | 0.020 | 0.31 3.23 28.73
MBILU | liczba iteracji 8 11 13 13
pamie¢ [MBajt| | 0.42 | 4.00 | 35.14 | 294.40
czas obliczen [s| | 0.019 | 0.25 2.90 47.80

Objasnienia: S — metody jednosiatkowe, M — metody wielosiatkowe, B — metody
blokowe, GS — uogdlniony algorytm Gaussa-Seidla, ILU - algorytm ILU(0),
s — wykorzystanie blokéw elementarnych, 1 — wykorzystanie blokéw odpowiadajacych

zmodyfikowanym tatom elementow (szczegotowy opis metod w tekscie).
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Tablica 2.8. Charakterystyki solweréw réownan liniowych w przypadku zastosowa-
nia nieciaglej aproksymacji Galerkina stopnia p = 5 do rozwigzania
rownania Laplace’a w szescianie jednostkowym (objasnienia jak dla

tabl. 2.7)

Solwer Liczba stopni swobody
2016 | 16 128 | 129 024

SBGS-s | liczba iteracji 99 00 00
pamieé [MBajt| | 10.07 | 96.11 | 830.49

czas obliczen [s| | 1.08 — —

SBGS-1 | liczba iteracji 9 16 53
pamieé [MBajt| | 21.71 | 235.77 | 2157.20

czas obliczen [s| | 1.39 | 14.57 | 166.33

SBILU | liczba iteracji 12 19 78
pamieé [MBajt| | 15.89 | 158.13 | 1388.65

czas obliczen [s| | 1.36 | 13.14 | 156.81

MBGS-s | liczba iteracji 23 79 00
pamieé [MBajt| | 11.00 | 106.80 | 934.51

czas obliczen [s| | 1.17 | 25.87 —

MBGS-1 | liczba iteracji 8 9 9
pamieé¢ [MBajt] | 23.01 | 258.46 | 2412.88

czas obliczen [s| | 1.54 | 18.18 | 154.78

MBILU | liczba iteracji 9 11 11
pamieé [MBajt| | 17.06 | 174.87 | 1560.74

czas obliczen [s| | 1.58 | 17.06 | 145.58

p = 21p=>5. Porownanie obejmuje liczbe iteracji koniecznych do osiagniecia
wzglednej redukcji residuum o 107%, rozmiar pamieci zajmowanej przez struk-
ture danych solwera (przede wszystkim macierz uktadu, macierz poprawy uwa-
runkowania i 20 wektoréw Krylowa) oraz czas rozwiazania uktadu rownan, bez
czasu tworzenia macierzy uktadu (catkowania numerycznego). Liczba iteracji
oo oznacza brak zbieznosci solwera.

Poréwnywanymi metodami poprawy uwarunkowania macierzy uktadu sa:

e SBGS-s — jednosiatkowa blokowa metoda Gaussa-Seidla z blokami ele-

mentarnymi, jako blokami poprawy uwarunkowania,

e SBGS-1 — jednosiatkowa blokowa metoda Gaussa-Seidla z blokami po-
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prawy uwarunkowania, odpowiadajacymi zmodyfikowanym tatom ele-
mentow,

e SBILU - jednosiatkowy blokowy niekompletny rozktad LU z blokami
elementarnymi, jako blokami poprawy uwarunkowania,

e MBGS-s — wicelosiatkowa wersja algorytmu SBGS-s,
o MBGS-1 — wielosiatkowa wersja algorytmu SBGS-1,
e MBILU — wielosiatkowa wersja algorytmu SBILU.

Wyniki pokazuja, jak przy zageszczaniu siatki wzrasta liczba iteracji ko-
niecznych do osiagniecia zbieznosci w przypadku metod jednosiatkowych. Dla
metod wielosiatkowych liczba ta pozostaje wzglednie stala (jej wzrost jest spo-
wodowany stosowaniem tylko jednej iteracji wygtadzania dla siatki najdrob-
niejszej). Jednoczesnie zwiekszenie rozmiaru wymaganej pamieci przy przej-
$ciu od wersji jednosiatkowej do wielosiatkowej w przypadku kazdej z metod nie
przekracza nigdy kilkunastu procent. Praktyczne obliczenia potwierdzaja, ze
tylko metody wielosiatkowe gwarantuja optymalnosé solwera uktadéw réwnan
liniowych dla obliczenn wielkiej skali.

Ponadto, rezultaty potwierdzaja koniecznos¢ uzywania w uogdlnionej me-
todzie Gaussa-Seidla powiekszonych blokéw poprawy uwarunkowania w przy-
padku stosowania metody dla nieciagtej dyskretyzacji Galerkina. Przyspiesze-
nie zbieznosci w poréwnaniu z metodami wykorzystujacymi bloki elementarne
okupione jest w takim wypadku znacznym zwickszeniem rozmiaru wykorzy-
stywanej pamieci.

Wykresy zamieszczone na rys. 2.18 i 2.19 obrazujg zachowanie solweréw w
przypadku statego stopnia aproksymacji, p = 2, i wzrastajacej liniowo na sku-
tek jednorodnego zageszczania siatki liczby stopni swobody. I pod wzgledem
rozmiaru wymaganej pamieci, i czasu obliczen solwery wielosiatkowe wykazuja
optymalna lub zblizona do optymalnej ztozonosé obliczeniows.

Wykresy przedstawione na rys. 2.20 i 2.21 podsumowuja koszty oblicze-
niowe zwiazane z nieciagta aproksymacja Galerkina i solwerem GMRES, wy-
korzystujacym poprawe uwarunkowania metoda MBGS-1, zastosowanymi do
rozwigzania zadania Laplace’a w szedcianie jednostkowym. Podobne wyniki
mozna uzyskaé dla drugiego rozwazanego solwera liniowego — metody GMRES
z poprawg uwarunkowania MBILU.

Pierwszy z wykresow (rys. 2.20) przedstawia wplyw zmiany stopnia apro-
ksymacji na czasy realizacji poszczegdlnych etapéw obliczenn w trakcie symu-
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Rys. 2.18. Czas rozwigzania uktadu réwnan liniowych w funkcji liczby stopni
swobody w przypadku zastosowania nieciaglej aproksymacji Galerkina
stopnia p = 2 do rozwiazania rownania Laplace’a w szescianie jednost-
kowym (opis metod jak dla tabl. 2.7)



114

Zajmowana pamiec [MBajt]

1000

100

10

0.1

T T T

0.0005x
SBGS_s --——+--

SBGS_| -~

SBILU -
MBGS_s --&-
MBGS_| - -= -

MBILU --o---

1000 10000 100000
Liczba stopni swobody

Rys. 2.19. Wymagany rozmiar pamieci dla solwera réwnan liniowych w funkcji

liczby stopni swobody w przypadku zastosowania nieciagtej aproksy-
macji Galerkina stopnia p = 2 do rozwiagzania rownania Laplace’a w
szeScianie jednostkowym (opis metod jak dla tabl. 2.7)
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Rys. 2.20. Ztozonos¢ czasowa poszczegdlnych etapéw obliczen w przypadku za-

stosowania nieciagtej aproksymacji Galerkina do rozwigzania réwnania
Laplace’a w szeScianie jednostkowym, wyniki uzyskane przy tej samej
liczbie elementéw i zmieniajacym sie stopniu aproksymacji; krzywe z
symbolami — wyniki eksperymentalne, krzywe bez symboli — wyniki teo-
retyczne odpowiadajace wzorom (2.53), (2.54), (2.118) i (2.119) (solwer
GMRES + MBGS-])
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Rys. 2.21. Tlustracja optacalnosci uzycia nieciaglej aproksymacji Galerkina wyz-

szego stopnia do rozwiazania zagadnienia Laplace’a w szescianie jed-
nostkowym przedstawiona w postaci zaleznosci czasu obliczeri od uzy-
skanego bledu aproksymacji dla réznych stopni aproksymacji p (solwer
GMRES + MBGS-1)
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lacji z ta sama liczba elementéw (co oznacza, ze wzrost stopnia aproksyma-
cji powoduje wzrost liczby stopni swobody i zmniejszenie btedu aproksyma-
cji). Wyniki eksperymentéow nalozonone sa na wykresy krzywych uzyskanych
analitycznie. Wykres ukazuje zlozonos¢ czasowa calkowania numerycznego po
wnetrzach elementéw, catkowania numerycznego po bokach elementow, przy-
gotowania macierzy poprawy uwarunkowania oraz 10 iteracji GMRES. Wida¢,
jak dla przedstawionego zakresu zmiennosci p zmienia sie procentowy udzial
poszczegdlnych etapéow w caloéci obliczenn. Dla niskich p dominuje czas ite-
racji, nastepnie wyzszy rzad zlozonoéci catkowania numerycznego i przygoto-
wania macierzy poprawy uwarunkowania powoduje zwiekszenie procentowego
udziatu tych ostatnich. Dla wysokich p czas calkowania numerycznego jest
ponad dwukrotnie dtuzszy od czasu rozwiazywania uktadu réwnan.

Wykres na rys. 2.21 pokazuje, dla szczegélnego przypadku gtadkiego roz-
wigzania i regularnego obszaru, optacalnosé stosowania aproksymacji réznych
stopni. Pomimo istotnego wzrostu naktadéw obliczeniowych dla pojedynczego
elementu, aproksymacja wyzszego stopnia zawsze pozwala uzyskaé¢ zatozony
poziom btedu rozwiazania w krétszym czasie niz aproksymacja nizszego stop-
nia.

Dla innych probleméw obraz ten moga zmieni¢ dwa czynniki: szybkosé
zbieznosci solwera w przypadku aproksymacji réznych stopni i szybkosé zbiez-
nosci rozwigzania przyblizonego MES do rozwiazania doktadnego. Pozostale
elementy, tzn. naklady obliczeniowe na calkowanie numeryczne i naktady na
pojedyncza iteracje solwera liniowego pozostana takie, jak wyprowadzone dla
niniejszego przyktadu.

2.8 Adaptacja

Adaptacja jest niezwykle waznym etapem calosciowej procedury aproksymacji
metoda elementow skoriczonych. Dokonuje si¢ jej w celu uzyskania optymalne;j
siatki MES oraz, w metodzie p i hp, optymalnego rozkladu stopnia aproksy-
magcji tak, aby osiagnaé¢ zalozony poziom bltedu rozwiazania jak najmniejszym
kosztem obliczeniowym.

Istnieje wiele metod szacowania a posteriori btedu aproksymacji i opartych
na nich strategii adaptacji [142]. Ze wzgledu na ro6znorodnosé tych metod i
ich znaczne zréznicowanie, jesli chodzi o zakres stosowalnosci i ztozonosé¢ obli-
czeniowy, proces szacowania bledu nie jest przedmiotem szczegdélowych analiz
w niniejszej pracy. Analizowane sg natomiast wszelkie konsekwencje, jakie dla
pozostalych faz obliczeni z uzyciem dyskretyzacji przestrzennej MES niesie sto-
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sowanie adaptacji. Konsekwencje te obejmuja tak dobdr odpowiednich metod
numerycznych, jak i struktur danych oraz sposobdéw organizacji obliczen. Spe-
cyfika niniejszej pracy polega na uwzglednieniu réznorodnych metod adaptacji
(h, p, hp) przy doborze i analizie algorytmoéw oraz sposobéw ich implemen-
tacji w programach MES przeznaczonych do obliczenn wielkiej skali. W tym
kontekscie istotny jest fakt, ze zdecydowana wiekszo$¢ stosowanych w prak-
tyce algorytmoéw szacowania btedu wykorzystuje sekwencje obliczen lokalnych
(obejmujacych mate podobszary obszaru obliczeniowego), co prowadzi do linio-
wych zlozonosci obliczeniowych wzgledem liczby stopni swobody w problemie.

W przypadku samego procesu modyfikacji siatki, liczba operacji jest liniowa
funkcja liczby stopni swobody. Podzial dowolnego obiektu siatki (jesli jest moz-
liwy) wykonywany jest w stalej liczbie operacji. Jedynym etapem modyfikacji
siatki zaleznym od rodzaju aproksymacji jest przypisywanie wartosci stopni
swobody nowo tworzonym obiektom. Przy klasycznej aproksymacji dokonuje
sie tego najczesciej poprzez interpolacje funkcji na siatce adaptowanej przy
wykorzystaniu funkcji bazowych nowo utworzonej siatki. Przy aproksymacji
nieciagtej i bardziej ztozonych adaptacjach dla aproksymacji ciagtej zachodzi
koniecznos¢ dokonania jawnej projekcji rozwigzania z siatki adaptowanej na
wynikowa. Dla statej liczby stopni swobody w problemie i dyskretyzacjach
roznigcych sie stopniem aproksymacji ztozono$é czasowa projekcji, przypada-
jaca na pojedynczy stopien swobody, jest ponownie kwadratows, funkcja liczby
stopni swobody w elemencie, a wiec jej rzad wynosi w przypadku tréojwymia-
rowym p%. Operacja projekcji stopni swobody wykorzystywana w adaptacji
moze by¢ identyczna z operacjami zawezenia lub rozszerzenia stosowanymi w
solwerze wielosiatkowym, stad wszelkie analizy ztozonosci obliczeniowej tych
ostatnich przenosza sie na przypadek adaptacji.

2.9 Podsumowanie — analiza zlozono$ci obliczeniowej
algorytméw sekwencyjnych adaptacyjnej MES
pod katem zastosowania w obliczeniach wielkiej
skali

Rozwazania przedstawione w niniejszym rozdziale mialy na celu zanalizowa-
nie algorytmoéw stosowanych w dyskretyzacji adaptacyjna metoda elementéow
skoriczonych pod katem doboru metod odpowiednich do obliczent wielkiej skali.
Podstawowa cechg takich algorytméw jest optymalna ztozonos$é obliczeniowa,
ztozonosé bedaca funkcja rozmiaru zadania o najnizszym mozliwym do uzy-
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skania rzedzie. Druga fundamentalng wlasnoscig jest mozliwosé zréwnoleglenia
bez utraty optymalnej ztozonosci obliczeniowej. Zagadnieniom realizacji row-
noleglej poswiecony jest nastepny rozdziat.

W przypadku algorytméw stosowanych w symulacjach adaptacyjna metoda
elementéw skoriczonych, optymalnosé ztozonosci obliczeniowej polega najcze-
Sciej na liniowej zaleznodci rozmiaru wymaganej pamieci i liczby operacji od
liczby stopni swobody w problemie. Analizy przeprowadzone w niniejszym
rozdziale obejmowaly szereg algorytméw dyskretyzacji czasowej, rozwiazywa-
nia uktadéw réwnan nieliniowych, catkowania numerycznego i rozwiazywania
uktadéw réwnan liniowych. Wsroéd tych metod cechami optymalnosci dla sze-
rokiej grupy zagadnienn wykazujg sie:

e niejawne nieliniowe schematy calkowania czasowego, dla ktorych zage-
szczanie siatki i wzrost liczby stopni swobody nie prowadzi automatycz-
nie do skrécenia kroku czasowego i zwickszenia catkowitej liczby krokow
czasowych w symulacji,

e warianty metody Newtona rozwigzywania uktadéw réwnan nieliniowych,
w ktorych wydajny schemat iteracyjny z odpowiednia aproksymacja ma-
cierzy jakobianowej taczy sie z efektywna procedurg rozwiazywania ukta-
doéw réwnan liniowych,

e wielosiatkowe solwery rzadkich uktadéw réwnan liniowych, ktore sa naj-
blizsze osiagniecia optymalnej zlozonosci obliczeniowej wzgledem roz-
miaru ukltadu réwnan,

e strategie i procedury adaptacji (oszacowania bledu oraz modyfikacji
siatki 1 przypisania wartosci stopni swobody) korzystajace wylacznie z
obliczen lokalnych.
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Rozdziat 3

Algorytmy
rownoleglej implementacji
metody elementow skornczonych

Problem zréwnoleglenia obliczeri dowolnego rodzaju polega na dekompozycji
calosci zadania obliczeniowego na szereg podzadan wykonywanych przez poje-
dyncze procesory. Zasady dekompozycji moga by¢ rozne zaleznie od specyfiki
zadania. W klasycznych obliczeniach macierzowych dekompozycja jest czesto
oparta na dekompozycji struktury danych lub dekompozycji petli po wierszach
i kolumnach macierzy [106]. Naturalnym sposobem zréwnoleglenia obliczen dla
metody elementéw skoriczonych jest wykorzystanie dekompozycji obszaru ob-
liczeniowego. Pierwsze prace teoretyczne na ten temat powstaly jeszcze w XIX
wieku [159], cho¢ oczywiscie nie w kontekscie obliczen automatycznych. Idea
metod Schwarza polega na iteracyjnym rozwigzywaniu réwnan roézniczkowych
czastkowych. Obszar obliczeniowy dzieli sie na dwa naktadajace sie podob-
szary 1 inicjuje rozwiazanie w kazdym z nich. Zadanie rozwiazuje sie kolejno
w kazdym podobszarze, biorgc za warunek na brzegu wewnetrznym pomie-
dzy podobszarami wartosci aktualnego rozwigzania w podobszarze sasiednim.
Petle po podobszarach powtarza sie az do uzyskania zbieznosci rozwiagzania.

Pierwotne koncepcje Schwarza zostaly w latach osiemdziesiatych i dzie-
wieédziesiatych XX w. uog6lnione na przypadki zastosowan numerycznych,
z wieloma podobszarami, z mozliwym nienaktadaniem sie podobszaréw i in-
nymi modyfikacjami [143|. Najpopularniejszym obecnie zastosowaniem metod
Schwarza jest, oméwiona w p. 2.7.1, metoda rozwiazywania uktadéw réwnan
liniowych, bedaca uogoélnieniem metod iteracji prostej [162].
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Metoda dekompozycji obszaru stanowi podstawe opisywanej w niniejszym
rozdziale metodologii zrownoleglenia algorytméw stosowanych w symulacjach
z uzyciem dyskretyzacji przestrzennej metoda elementéw skoriczonych. Szcze-
gblny nacisk potozony jest na uzyskanie wydajnych programéw réwnoleglych,
w konstrukeji ktérych uwzglednione sa wtasnosci systeméw komputerowych,
na ktorych dokonuje sie obliczen.

3.1 Docelowa architektura sprzetu i metodologia
programowania

Istotnym czynnikiem, od ktérego zalezy sposéb zréwnoleglenia algorytmoéw
MES, jak i dowolnych innych obliczen, jest zalozona docelowa architektura
systemu komputerowego i zwigzana z nia metodologia programowania. Obli-
czenia wykorzystujace dekompozycje obszaru w naturalny sposéb odwzorowuja
sie na systemy wieloprocesorowe z pamiecia rozproszona. Kazdy z podobszaréw
przyporzadkowany jest pojedynczemu procesorowi. Z kazdym z podobszaréw
zwigzana jest odpowiednia struktura danych. Sktadniki tej struktury przecho-
wywane sa w lokalnej pamieci procesora. Tworzy sie jednoznaczne przyporzad-
kowanie: podobszar—procesor—lokalna struktura danych-lokalna pamie¢.

Dla systeméw z pamiecig rozproszong naturalng metodologia programowa-
nia jest wykorzystanie przesytania komunikatéw. Istnienie de facto standardu
przesytania komunikatéw w postaci specyfikacji MPI, pozwala na tworzenie
przenos$nych programéw rownolegtych. Istniejace implementacje MPI [81], co-
raz czesciej stanowiagce integralne wyposazenie réwnolegltych systeméw kompu-
terowych, potrafia efektywnie wykorzystac¢ specyfike sprzetu komputerowgo, w
tym ewentualne wystepowanie pamieci wspo6lnej. Tym samym model progra-
mowania z wykorzystaniem przesylania komunikatow staje sie modelem uni-
wersalnym, przeznaczonym dla dowolnego typu maszyn.

W opisywanej w niniejszej pracy koncepcji zrownoleglenia programow MES
wykorzystuje sie pojecie lokalnej pamieci procesora i wymiany komunikatéw
miedzy procesorami. Wszystkie analizy teoretyczne i praktyczne realizacje
dotycza tego wlasnie modelu programowania i wykonania réwnolegtego.

7 wyborem docelowej architektury systemu komputerowego zwigzana jest
kolejna cecha obliczen réwnolegtych — ziarnistoéé. Ziarnistos¢ odpowiada pro-
POrCji czasu przeznaczonego przez procesory na niezalezne obliczenia do czasu
potrzebnego na komunikacje miedzyprocesorowa oraz czestoéci dokonywania
wymiany komunikatéw. Obliczenia drobnoziarniste, o matej liczbie operacji
pomiedzy wymiang komunikatéow, dobrze pasuja do systeméw z szybka sie-



123

cig potaczenn miedzyprocesorowych. W systemach o powolnej sieci, zwtaszcza
systemach o duzej zwloce przy inicjowaniu transferu (takich jak wszystkie od-
miany sieci Ethernet), narzut komunikacyjny w programach drobnoziarnistych
staje sie istotnym obciazeniem. Dla systeméw o duzej zwloce narzut rosnie nie
tyle na skutek duzej liczby przesytanych danych, ile z powodu duzej liczby wy-
mienianych komunikatéw. Aby go zmniejszy¢, najwazniejsza staje sie redukcja
liczby komunikatéw, nawet jesli odbywa sie to kosztem zwiekszenia ich roz-
miar6w 1 wzrostu innych narzutéw wykonania rownoleglego (np. zwiagzanych z
powtarzaniem tych samych obliczen na réznych procesorach lub ze spowolnie-
niem zbieznosci algorytmow iteracyjnych).

Ze wzgledu na fakt, ze dominujaca architektura systemoéow wieloproceso-
rowych staja sie w ostatnich latach sieci (klastry) komputeréw osobistych, a
najbardziej ekonomiczna wersja takich sieci jest Ethernet, w metodologii zréw-
noleglenia programéw MES opisanej w niniejszej pracy przyjeto zatozenie mak-
symalizacji ziarnistodci obliczenn. Oznacza to, ze algorytmy modyfikowane sa
tak, aby maksymalizowaé czas pomiedzy kolejnymi transferami danych. Za-
ktada sie, ze tam gdzie tylko jest to mozliwe, dane do przestania sg grupowane
i transportowane w ramach pojedynczych komunikatéw o duzych rozmiarach.

Zaktadana ziarnistos¢ obliczern ma dodatkowo wplyw na sposob organiza-
cji pracy systemu réwnolegtego. W przypadku obliczen drobnoziarnistych, dla
ktorych liczba pojedynczych niezaleznych zadani przekracza znacznie liczbe
procesoréw, stosuje sie czesto dynamiczne szeregowanie zadan [80], umozli-
wiajace precyzyjna kontrole obciazenia procesoréw. Przy dazeniu do maksy-
malizacji ziarna obliczeniowego, liczba zadan réwnoleglych nie powinna by¢é
wieksza niz liczba procesoréw, a rozmiar zadan przydzielanych poszczegdlnym
procesorom powinien by¢ maksymalizowany. Sytuacja taka odpowiada, wspo-
mnianemu juz, naturalnemu odwzorowaniu obliczen MES wykorzystujacych
dekompozycje obszaru na systemy komputerowe, o liczbie procesoréw réwnej
liczbie podobszaréw. W takim przypadku poszczegolne zadania (podobszary)
sa statycznie przyporzadkowywane procesorom, a zréwnowazenie obcigzenia
osiaga sie poprzez odpowiedni dobér rozmiaréw podobszaréw, ktore to roz-
miary moga zmieniaé si¢ dynamicznie w trakcie realizacji obliczen.

3.2 Wydajnosé obliczen réwnolegtych i cele zréwno-
leglenia

Dla nowoczesnych jednoprocesorowych systeméw komputerowych ztozonosé
obliczeniowa algorytméw nie jest jedynym czynnikiem okreslajacym czas wy-
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konania. W niniejszej pracy zwracana byta uwaga na takie czynniki, jak mak-
symalizacja efektywnosci wykorzystania pamieci podrecznej czy organizacja
obliczen, usprawniajaca dziatanie optymalizujacych kompilatoréw. W przy-
padku obliczen réwnolegtych przyblizenie czasu wykonania miarami zlozono-
Sci obliczeniowej algorytmoéw staje sie jednocze$nie — i trudniejsze, i jeszcze
mniej doktadne. Z jednej strony, w analizie pojawiaja sie dodatkowe zmienne,
takie jak liczba procesorow N}, czy parametry okreslajace dzialanie sieci komu-
nikacyjnej. Z drugiej strony, narzut zwiazany z komunikacja miedzyproceso-
rowg zalezy nie tylko od dajacych sie tatwo wyrazié¢ teoretycznych parametréw
sieci komunikacyjnych, ale takze od trudno uchwytnych elementéow, takich jak
mozliwe przepelnienia sieci czy wzajemne odzialywanie wspoétbieznie wyko-
nywanych obliczen i przesylania komunikatow [12]. Dlatego przy okreslaniu
wydajnoéci obliczen réwnolegltych, procz analiz teoretycznych, istotna role od-
grywaja eksperymenty numeryczne i zwigzane z nimi pomiary efektywnosci
zréwnoleglenia programow.

Istotna i typowa cecha obliczeni rozproszonych (wykorzystujacych lokalne
pamieci procesorow) jest zmniejszenie ograniczeni pamieciowych narzucanych
programom. Wiaze sie to z czesto wystepujaca cecha algorytmow (widoczng
takze dla wielu algorytméw analizowanych w poprzednim rozdziale) polega-
jaca na wyzszej ztozonosci obliczeniowej czasowej nad pamieciowa. W miare
wzrastania rozmiaru zadania wymagania czasowe rosna szybciej niz wymaga-
nia pamieciowe. Dla duzych zadan pomnazanie liczby procesoréw z pamieciami
lokalnymi szybciej nasyca zapotrzebowanie na pamieé¢ niz na czas pracy pro-
cesoral. 7 tej przyczyny, w niniejszym rozdziale, w analizach réwnoleglych
wersji algorytmoéw przeznaczonych do obliczen wielkiej skali, a wiec do zadan
o duzym rozmiarze, zagadnienia ztozonosci czasowej algorytmoéw traktowane
sg jako istotniejsze od kwestii ztozonosci pamieciowej?.

3.2.1 Przyspieszenie obliczen i efektywnosé zréwnoleglenia

Istnieja dwa podstawowe cele zréwnoleglenia obliczeri. Pierwszym z nich jest
uzyskanie minimalnego czasu obliczen dla zadanego problemu i okreslonej

!Nie bez znaczenia jest tu takze, charakterystyczny dla ostatnich lat, fakt niskich kosztow
pamieci lokalnych i wyposazania pojedynczych procesoréw w coraz pojemniejsze pamieci
lokalne.

2Niezaleznie od tego, pomnozenie zasoboéw pamieciowych systemow rownoleglych w sto-
sunku do komputeréw jednoprocesorowych jest czestokro¢ istotniejsze dla umozliwienia roz-
wiazywania duzych zadan niz zwigkszanie mocy obliczeniowych. W miare jednak dalszego
zwiekszania rozmiaru zadan oraz liczby procesoréw efekt réznych rzedéw zlozonosci pamie-
ciowej i czasowej algorytméw zaczyna odgrywaé decydujacg role.
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liczby procesoréw w maszynie rownoleglej. Czas taki mozna probowaé oszaco-
waé poprzez klasycznag analize czasowej ztozonosci obliczeniowej, uwzglednia-
jaca dodatkowe czynniki zwiazane z wykonaniem rownoleglym. Gdy analiza
taka jest trudna, co zdarza sie czesto dla ztozonych symulacji, mozna ja za-
stapi¢ wzgledna analiza poréwnujaca czas wykonania réwnoleglego z czasem
wykonania sekwencyjnego. Taka analiza mozliwa jest do wykonania teoretycz-
nie, a jednocze$nie mozna jg weryfikowaé¢ eksperymentalnie. Typowymi mia-
rami, ktérymi postuguje sie w takich przypadkach, sa przyspieszenie obliczen
i efektywnosé zrownoleglenia.

Teoretycznie, przyspieszenie Sy, (speed-up) definiuje si¢ jako stosunek czasu
Ts wykonania najlepszego algorytmu sekwencyjnego dla danego problemu do
czasu T}, rownolegtego rozwiazania problemu (zaklada si¢ identycznosé¢ wszyst-
kich wykorzystywanych procesoréw):

T
Sp(Np) = v 3.1

p( p) Tp(Np) ( )
Idealem jest uzyskanie przyspieszenia liniowego, dla ktérego czas obliczen
skraca si¢ proporcjonalnie do wzrostu liczby procesoréw i w efekcie S, = N,.
Ideal ten zaklada pomijalny czas komunikacji miedzyprocesorowe;.

W praktyce, dla ztozonych probleméw i ztozonych programoéw, pordéwnuje
sie najczedciej nie czas dla najlepszego algorytmu sekwencyjnego i czasy re-
alizacji rownolegtych, ale czasy wykonania tego samego programu na jednym
T;(1) i na wielu procesorach T}, (INp). Niezaleznie od uzyskanego przyspieszenia
obliczen, nalezy wtedy wykazaé, ze algorytm uzyty w programie réwnolegltym
jest optymalny dla danego zadania. W przeciwnym wypadku zysk z zastoso-
wania obliczen réwnoleglych nie jest oczywisty. Przyktadowo, jest stosunkowo
tatwo uzyskaé¢ dobre parametry przyspieszenia w przypadku rozwigzywania
uktadéw réwnan liniowych metodami iteracji prostej, ale metody te sa da-
lekie od optymalnych. Optymalny, sekwencyjny solwer wielosiatkowy moze
uzyskiwaé znacznie lepsze czasy obliczen. Uzyskanie przyspieszenia obliczen
zblizonego do liniowego w przypadku takiego solwera jest zadaniem znacznie
trudniejszym.

Efektywnos¢ zrownoleglenia F), okresla si¢ w procentach, jako stosunek
przyspieszenia do liczby procesoréw:

Sp
E, = N—p -100% (3.2)
Idealnemu przyspieszeniu liniowemu odpowiada efektywno$é zréwnoleglenia
100%. W praktyce, przy rozwigzywaniu tego samego zadania z coraz wicksza
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100%

N_p

Rys. 3.1. Typowy przebieg funkcji efektywnosci zréwnoleglenia oblicze E;, w za-
leznodci od liczby procesorow IV,

liczba procesordw, efektywnosé prawie zawsze dazy do zera [3]. Wyjasnieniem
tego zjawiska jest z jednej strony fakt istnienia w prawie wszystkich progra-
mach réwnoleglych fragmentéw sekwencyjnych nie poddajacych sie zréwno-
legleniu, jak tez niemniej wazny, naturalny efekt wzrostu liczby komunikatéw
miedzyprocesorowych przy wzroscie liczby procesoréow. Typowy przebieg funk-
cji efektywnosci w zaleznosci od liczby procesoréow przedstawia rys. 3.1.

3.2.2 Skalowalno$¢ obliczeni ré6wnoleglych

Drugim z podstawowych celéw zréwnoleglenia programéw jest umozliwienie
rozwigzywania coraz wiekszych zadan, niedostepnych dla maszyn jednoproce-
sorowych. Postawienie takiego celu pozwala na szukanie rownowagi pomiedzy
rozmiarem zadania i liczba procesoréw uzytych do jego rozwigzania. Nie cho-
dzi juz zatem o zwiekszanie liczby procesoréw dla kazdego zadania. Zadania
mate rozwiazuje sie albo sekwencyjnie, albo stosujac mata liczbe procesoréw.
Petne mozliwosci systemow réownolegtych wykorzystuje sie w wypadku zadan
prawdziwie wielkiej skali. Nie zapomina sie przy tym o efektywnosci obliczen.
W miejsce jednak bezwzglednego przyspieszenia obliczen, dla pojedynczego
zadania o okreslonym rozmiarze, wprowadza sie nowe miary, uwzgledniajace
zwiekszanie rozmiaru zadania.

Jedna z takich miar jest przyspieszenie skalowane (scaled speed-up), obli-
czane przy zalozeniu jednoczesnego wzrostu i liczby procesoréw, i rozmiaru
zadania [83]. W celu zdefiniowania przyspieszenia skalowanego wygodne jest
wprowadzenie charakterystyki wykonania programu przez komputer zwanej
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praca W (workload). Praca systemu komputerowego jest to liczba operacji
koniecznych do sekwencyjnej realizacji algorytmu®. Chcac okresli¢ wydajnosé
programu réwnoleglego dla zwiekszajacego si¢ rozmiaru zadania, rozwaza si¢
czas realizacji obliczen jako funkcje pracy systemu komputerowego. W definicji
przyspieszenia skalowanego S zaklada sig, ze praca systemu jest liniowa funk-
cja liczby procesorow, W = N,Wy. Wtedy czasy wykonania i przyspieszenie
obliczen staja sie zlozonymi funkcjami liczby procesorow:

Ts(NpWo)

Sp(Np) N Tp(Np’ NpWO)

(3.3)
Liniowe przyspieszenie skalowane (niekoniecznie o wspotczynniku 1) uzyskuje
sie, gdy dla rozmiaru zadania rosnacego proporcjonalnie wraz z liczba proce-
sor6w narzut zwiazany z wykonaniem réwnolegtym takze wzrasta proporcjo-
nalnie. Sytuacja taka odpowiada stalemu narzutowi przypadajacemu na poje-
dynczy procesor i stalemu czasowi wykonania rownolegltego, T}, (N, NoWy) =
= const.

Odpowiadajaca skalowanemu przyspieszeniu skalowana efektywnosé wyra-
zona jest wzorem:

_ TS(NPWO)
Npr(vaNpWO)

E5(Np) -100% (3.4)
Jesli zalozy sig, w naturalny sposob, ze Tg(N,Wo) = NpTy(Wy) (choé czesto
jest to realizowane tylko w przyblizeniu, np. w wyniku zmian w wydajno-
$ci wykorzystania pamieci podrecznej), to definicja skalowanej efektywnosci
upraszcza sie do postaci:

TS(WO)

ES(Np) = i
p( p) Tp(vaNpWO)

-100% (3.5)

Inng miara opracowana w celu przetamania negatywnego wydzwieku faktu
malejacej do zera efektywnosci zréwnoleglenia F, jest tzw. funkcja izoefek-
tywnosci (iso-efficiency function) [106]. Punktem wyjscia definicji funkcji izo-
efektywnosci jest obserwacja typowego zachowania algorytméw dobrze pod-
dajacych sie zréownolegleniu, zobrazowanego na rys. 3.2. Pokazana jest na

3Jezeli za prace algorytmu przyjmie sie liczbe operacji zmiennoprzecinkowych, to dzielac
ja przez czas wykonywania obliczeri (obojetne sekwencyjnych czy réwnoleglych), otrzymuje
sie klasyczna miare wydajnosci obliczert w milionach operacji zmiennoprzecinkowych na se-
kunde [Mflop/s]. Miary przyspieszenia i efektywnosci obliczen prezentuja dla programoéow
réwnoleglych te klasyczng wydajnosé zrelatywizowang do wydajnosci programéw sekwencyj-
nych. Ich uzycie w miejsce klasycznej miary wiaze sie z trudnoécia precyzyjnego obliczenia
pracy dla ztozonych algorytmoéw numerycznych.
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100%

E_const \\

N_p

Rys. 3.2. Typowy przebieg funkeji efektywnosci zréwnoleglenia obliczeri E,(Np)
dla trzech przypadkow rozmiaru zadania: Wi < Wy < W3

nim zaleznos¢ efektywnosci F), od liczby procesoréw N, dla trzech rozmia-
row problemu: Wi, Wy i W3, przy czym W1 < Wy < Ws. Pozioma kreska
Ey(Np) = Econst wskazuje na mozliwosé takiego dobierania rozmiaru zadania
do liczby procesoréw, aby utrzymac stata efektywnosé zrownoleglenia obliczen.
Formalnie funkcje izoefektywnosci definiuje sie w spos6b uwiktany jako funkcje
Wizo(Np), dla ktorej efektywnosé zrownoleglenia pozostaje stata:

T5(Wizo(Np))
NPTP(NP7 ‘/I/izo(Np))

E, = -100% = const (3.6)

Wykazanie istnienia funkcji izoefektywnosci niskiego rzedu dla danego al-
gorytmu uwazane jest za dowod jego skalowalnosci. Jesli rzad zblizony jest do
liniowego, algorytm jest dobrze skalowalny. Jednak dla wigkszosci algorytmoéw
rozwiklanie wzoru (3.6) napotyka powazne trudnosci. Dla celow praktycznych
istotna wskazowka jest obserwacja, ze na mocy wzoréw (3.4) i (3.5) algorytmom
posiadajacym liniowa funkcje izoefektywnosci odpowiada staly czas wykonania
przy wzroscie rozmiaru zadania proporcjonalnym do liczby procesoréw. Dla
danego algorytmu posiadanie liniowej funkcji izoefektywnosci jest rownowazne
uzyskiwaniu liniowego przyspieszenia skalowanego obliczeni réwnolegltych. W
dalszych rozwazaniach za kryterium skalowalno$ci programéw przyjmowana
bedzie zdolno$é do utrzymania statego lub niewiele wzrastajacego czasu obli-
czen przy wzroscie rozmiaru zadania proporcjonalnym do liczby procesoréw.
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3.3 Ogoblne zasady zréwnoleglenia algorytmow MES
— lokalno$é obliczen i podzial obszaru obliczenio-
wego na naktadajace sie podobszary

Przedstawiana w niniejszej pracy metodologia zréwnoleglenia programéow MES
stara sie realizowa¢ scharakteryzowane w punkcie poprzednim cele, polegajace
na minimalizacji czasu dzialania i zapewnieniu skalowalno$ci programéw po-
przez, z jednej strony, doboér algorytmoéw — optymalnych dla obliczeri sekwen-
cyjnych i poddajacych sie efektywnemu zréwnolegleniu, a z drugiej strony,
uwzglednienie w procesie zrownoleglenia specyfiki docelowej architektury sys-
temu komputerowego.

Sekwencyjnej optymalnosci algorytmoéw po$wiecone byty rozwazania po-
przedniego rozdzialu. Przedstawione tam algorytmy dobierane i modyfikowane
byly tak, aby uzyska¢ optymalna liniowa ztozonosé obliczeniows w zaleznosci
od rozmiaru zadania wyrazanego liczba stopni swobody N (w przypadku al-
gorytmoéw optymalnych liczba N moze byé uznawana za odpowiednik pracy
systemu komputerowego W).

Nieformalng miara mozliwej do uzyskania efektywnosci rownolegtej wersji
danego algorytmu jest stopieni lokalnosci jego obliczeri. W dalszych analizach
pojecie lokalno$ci obliczeri uzywane jest w dwoch znaczeniach. W przypadku
realizacji obliczeri dla konkretnego odwzorowania algorytmu na architekture
maszyny wieloprocesorowej, operacje sa lokalne, jesli kazdy uczestniczacy w
ich realizacji procesor odwotuje sie tylko do danych zawartych w swojej pa-
mieci lokalnej. Innymi stowy, obliczenia lokalne to obliczenia nie wymagajace
komunikacji miedzyprocesorowej. Aby odr6zni¢ ja od omawianej ponizej abs-
trakcyjnej lokalnosci obliczen, ta lokalnos¢é nazywana jest lokalnoscig realizacji.

W kontekscie abstrakcyjnych operacji zwiazanych z aproksymacja réwnan
rozniczkowych czastkowych lokalnosé ma takze inna interpretacje, niezalezna
od konkretnej realizacji komputerowej. Obliczenia sg w petni lokalne, jesli do-
tyczac danego obiektu siatki (i zwiazanych z nim stopni swobody) nie odwotuja
sie do innych obiektow siatki (i ich stopni swobody). Takie obliczenia nigdy
nie wymagaja komunikacji miedzyprocesorowej, sa jednak rzadkoscia. Czest-
szym przypadkiem sg obliczenia prawie lokalne, ktére dotyczac danego obiektu
siatki odnosza sie tylko do obiektéw bedacych jego najblizszymi sasiadami.
W przypadku realizacji rownolegltej powoduje to zazwyczaj odwotanie sie do
komunikacji miedzyprocesorowej. W miare odnoszenia sie do coraz dalszych
sasiadow stopieni lokalnosci obliczent maleje. Z reguly oznacza to koniecznosé
zwiekszenia liczby danych przesytanych miedzy procesorami.
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W przypadku obliczeri prawie lokalnych niejednokrotnie mozliwe sa takie
modyfikacje algorytméw, w ktorych powiela sie w lokalnych pamieciach proce-
sorow struktury danych dotyczace pewnych obiektow siatki, tak aby algorytmy
w trakcie dziatania nie musiatly odwolywaé sie do komunikacji miedzyproceso-
rowej. Wtedy realizacja prawie lokalnych operacji abstrakcyjnych przeprowa-
dzana jest lokalnie w sensie dziatania systemu komputerowego. Powoduje to
jednak zwiekszone zapotrzebowanie na pamieé¢ w stosunku do wersji sekwen-
cyjnej i niejednokrotnie wprowadzenie dodatkowych obliczen.

Wybér pomiedzy zarysowanymi powyzej mozliwosciami wynika czesto z
analizy szybkosci wykonania réwnolegtego dla konkretnych architektur sys-
temoéw komputerowych. Spowolnienie obliczenn roéwnolegtych, w stosunku do
idealnego modelu przyspieszenia liniowego, wywotane jest przez narzut obli-
czen réownoleglych, na ktory sktadaja sie:

e wymiana komunikatow miedzy procesorami,
e dodatkowe obliczenia nie wystepujace w algorytmach sekwencyjnych,

e niezrownowazenie obcigzenia procesoréw, kiedy jeden lub kilka proceso-
réw w maszynie rownolegltej nie realizuje obliczen, a ich czas pracy jest
czasem jalowym.

Wszystkie wymienione powyzej elementy pojawiaja sie w bardziej ztozonych
programach réwnolegtych. Dopasowanie metodologii zréwnoleglenia do kon-
kretnej architektury polega czesto na redukeji czynnika najbardziej spowalnia-
jacego obliczenia dla danej architektury.

Przy tworzeniu réwnoleglych wersji algorytmoéw redukcja catkowitej liczby
danych wymienianych miedzy procesorami jest czesto sprzeczna z redukcja do-
datkowych obliczenn wprowadzanych przez wykonanie rownolegte. Dazenie do
gruboziarnistosci obliczeri oznacza wybor w powyzszej alternatywie na rzecz re-
dukcji komunikacji miedzyprocesorowej kosztem mozliwego wprowadzenia do-
datkowych obliczeri.

Ze wzgledu na postawienie za cel maksymalizacji ziarna obliczeniowego w
ramach przyjetej w niniejszej pracy metodologii zréwnoleglenia obliczen MES,
zrownoleglenie to odbywa sie na podstawie dekompozycji obszaru obliczenio-
wego na naktadajgce sie podobszary. Dzieki wystepowaniu w rozwazanych
algorytmach wielu obliczen prawie lokalnych, wprowadzenie strefy naktadania
sie podobszarow (zwanej dalej w skrocie naktadka) zwieksza liczbe operacji
mozliwych do wykonania lokalnie, bez odwotywania si¢ do komunikacji mie-
dzyprocesorowe;j.



131

Obecno$é naktadki komplikuje proste przyporzadkowanie podobszar—
—procesor—lokalna struktura danych-lokalna pamie¢ omawiane w p. 3.1. W
celu zachowania utatwien, jakie niesie jego jednoznacznos$é¢, wprowadza sie
nastepujaca strategie uwzgledniania istnienia naktadki. Zaklada sie podzial
obszaru obliczeniowego na nienaktadajace sie podobszary i zwiazane z nim,
cho¢ nie do korica determinowane przez niego, jednoznaczne przyporzadkowa-
nie obiektow siatki procesorom (to ostatnie wprowadza dodatkowo przypisanie
procesorom obiektéw na brzegu miedzy nienaktadajacymi sie podobszarami).
Do sprecyzowania dalszych rozwazan sthuzyé beda nastepujace pojecia:

Definicja 3.1 Podstawowym podobszarem dekompozycji nazywany
jest zbior obiektow siatki, ktore na podstawie podzialu obszaru obliczeniowego
na nienaktadajgce sie podobszary przypisane sq pojedynczemu procesorow.

Definicja 3.2 Rozszerzonym podobszarem dekompozycji nazywany
jest zbior obiektow siatki, dla ktorych dane przechowywane sq w lokalnej pa-
miect pojedynczeqo procesora.

Definicja 3.3 Lokalna naktadka nazywany jest, okreslony dla kazdego pro-
cesora, zbior obiektow siatki nalezgcych do rozszerzonego podobszaru dekompo-
zycyi © nie nalezgeych do podstawowego podobszaru dekompozycyi.

Definicja 3.4 Globalna nakladka nazywana jest suma lokalnych naktadek.

Jesli w tekscie uzyte jest okreslenie podobszar dekompozycji, oznacza to, ze
odnosi sie ono do podstawowych i rozszerzonych podobszaréw. Jesli uzywane
jest okreslenie naktadka, oznacza ono globalnag naktadke.

W przypadku zréwnoleglania obliczen przy wykorzystaniu dekompozycji ob-
szaru, cechy podzialu obszaru obliczeniowego na podobszary maja wpltyw na
wszystkie wymienione uprzednio czynniki spowalniajgce obliczenia rownolegle
(patrz takze p. 3.5.1). Jedna z najwazniejszych cech jest uzyskany stosunek
sumy objetosci (dla obliczen dwuwymiarowych (2W) — powierzchni) podobsza-
row do sumy powierzchni (2W — obwodu) ich brzegoéw. Dla wielu algorytmow
stosunek ten determinuje stosunek czasu przeznaczonego przez procesory na
niezalezne obliczenia do czasu potrzebnego procesorom na komunikacje mie-
dzyprocesorowa. Algorytmy takie nazywane beda dalej algorytmami wyka-
zujacymi proporcje obliczet do komunikacji 4 (computation to communication

4Stosunek obliczenn do komunikacji jest czesto uznawany za miare ziarnistosci obliczen.
Miara ta tylko posrednio uwzglednia istotny czynnik sposobu organizacji obliczen — czestosci
wymiany komunikatéw, niejednokrotnie niezaleznej od ich calkowitej wielkosci.
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ratio) robwna proporcji objetosci do powierzchni (volume to surface ratio — okre-
$lenie to bedzie stosowane takze w przypadku obliczen w dwéch wymiarach
przestrzennych, gdzie w rzeczywistosci oznacza stosunek powierzchni do ob-
wodu).

Dla tak okreslonych algorytméw mozna oszacowaé czas obliczen i czas ko-
munikacji, otrzymujac jednoczesnie przyblizong charakterystyke ziarnistosci
obliczen. W przypadku optymalnych réwnomiernych podzialéw obszaru obli-
czeniowego podobszary beda mialty ksztalt zblizony do foremnego i objetosé
rzedu trzeciej (2W — drugiej) potegi odpowiednio okreslonego liniowego roz-
miaru podobszaréw. Powierzchnia podobszaréw bedzie wielkoscia rzedu kwa-
dratu (2W — pierwszej potegi) rozmiaru liniowego. Stosunek objetosci do po-
wierzchni, a w konsekwencji obliczeri do komunikacji, bedzie dla algorytmoéw
tego typu rzedu rozmiaru liniowego podobszaréw. Dla podzialéw nieoptymal-
nych proporcja obliczert do komunikacji moze byé wielkoscig nizszego rzedu.

Przy rozwiazywaniu tego samego zadania i zwigkszaniu liczby podobszaréw
(procesorow) rozmiar liniowy podobszaréw maleje, co prowadzi do zmniejsza-
nia proporcji obliczei do komunikacji i niekorzystnego zmniejszania ziarnisto-
$ci obliczeri rownolegltych. Dazenie do utrzymania gruboziarnisto$ci obliczen
oznacza, ze nie dopuszcza sie do podziatu obszaru obliczeniowego na zbyt mate
podobszary (czyli dostosowuje liczbe procesorow realizujacych obliczenia do
rozmiaru zadania).

W przypadku réwnoleglych aproksymacji MES wykorzystujacych dekompo-
zycje obszaru na naktadajace sie podobszary mozna, w pewnych przypadkach,
oszacowad liczbowo proporcje obliczenn do komunikacji, uzywajac dwoch para-
metrow: liczby stopni swobody IV i liczby procesoréw IV,,. Zakladajac podzial
obszaru na podstawowe podobszary dekompozycji réwnej wielkosci, otrzymuje
si¢ liczbe stopni swobody w kazdym podobszarze réwna N/Np,. Dla dalszych
analiz wygodnie jest wyrazaé¢ rozmiar tworzonej naktadki przez liczbe zwigza-
nych z nig stopni swobody®. Liczbe te mozna wyrazi¢ jako iloczyn powierzchni
(2W — obwodu) podobszaru, wyrazonej w jednostkach geometrycznych, i gru-
bosci naktadki g,, wyrazonej liczba stopni swobody na jednostke powierzchni
(2W — obwodu). Jesli za liniowy rozmiar podobszaru przyjmie sie trzeci (2W —
drugi) pierwiastek z liczby stopni swobody w podobszarze, to rozmiar naktadki
jest rzedu gy - (N/Np)?/3 (2W — gy - (N/Np)1/2).

Dalsze analizy (patrz p. 3.4) pokazuja, ze dla wielu z rozwazanych row-

5Zagadnienie powigzania podobszaréw sktadajacych sie z obiektéw siatki ze stopniami
swobody odpowiadajacymi funkcjom bazowym przypisanym obiektom siatki opisane jest w
p. 2.5.3.



133

noleglych algorytméw MES narzut zwigzany z komunikacja jest proporcjo-
nalny do wielkosci globalnej naktadki, a wiec przy stalej grubosci naktadki
rowny Ny - O ((N/Np)2/3) 2W - N, - O ((N/Np)l/Q)), podczas gdy liczba
operacji algorytméw wzrasta proporcjonalnie do sumarycznej objetosci roz-
szerzonych podobszaréw dekompozycji réwnej N + N, - O ((N/Np)2/3) (2W

- N+ N, -0 ((N/Np)1/2)). Oznacza to proporcje obliczenn do komunikacji
réwng proporcji objetoéci do powierzchni w przypadku naktadki o stafej gru-
bosci. W przypadku gdy grubosé¢ naktadki (wyrazana liczba stopni swobody)
rosnie, proporcja obliczenn do komunikacji i ziarnisto$é obliczenn maleja.
Postawienie za cel zréwnoleglenia programu MES minimalizacji jego czasu
dziatania, mierzonej standardowymi: przyspieszeniem i efektywnoscia zréwno-
leglenia, oraz jego skalowalnosci, zwiazanej z rozwazaniem probleméw o zmien-
nym rozmiarze, oznacza koniecznos$é¢ analizy dwoch ciggéw realizacji obliczen.
W pierwszym rozwaza sie sekwencje rozwiazan tego samego problemu (state
N) przy wzrastajacej liczbie procesoréow. W tym przypadku, dla algorytmow
wykazujacych proporcje obliczenn do komunikacji réwna proporcji objetosci do
powierzchni, wielko$é komunikacji rosnie proporcjonalnie do Ng/ 3 (2W — Ng/ 2).
Niezaleznie od wielkoéci stalych proporcjonalnosci oznacza to zwiekszanie na-
rzutu obliczen réwnolegtych i zmniejszanie efektywnosci zréwnoleglenia.
Inaczej jest dla drugiego ciagu realizacji obliczen, gdy dla oceny skalowalno-
Sci programu rozwiazuje sie zadania o rozmiarze rosnacym liniowo wraz z liczba
procesoréw. W przypadku algorytméw wykazujacych proporcje obliczen do ko-
munikacji réwna proporcji objetosci do powierzchni i praca, i wielko$¢ komuni-
kacji rosng proporcjonalnie do Np,. Oznacza to mozliwo$¢ uzyskania liniowego
przyspieszenia skalowanego, a wiec i dobrej skalowalnosci catego programu.

3.4 Algorytmy réwnolegle dla poszczegdblnych eta-
pow obliczen MES

W niniejszym punkcie prezentowane sg réwnolegle wersje algorytméw MES
opisywanych w rozdz. 2, uzyskane z zastosowaniem metodologii dekompozy-
¢ji obszaru obliczeniowego. Przeprowadzana jest dla nich analiza efektywnosci
zrownoleglenia w stosunku do wersji sekwencyjnych. Dla algorytméw réwnole-
glych wykorzystujacych dekompozycje na naktadajace sie podobszary, istotng
dla efektywnosci zréwnoleglenia jest proporcja obliczeri do komunikacji, zwig-
zana z gruboscig naktadki i stopniem lokalnosci obliczenn. Te dwa ostatnie
aspekty sa podstawa rozwazan przeprowadzanych w nastepnych punktach.
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3.4.1 Dyskretyzacja czasowa i rozwiazywanie ukladéw réwnan
nieliniowych

Dyskretyzacja czasowa i rozwiazywanie uktadéw réwnan nieliniowych sa przy-
ktadami zadan, dla ktorych czesto istnieje alternatywa, czy wybraé¢ algorytmy
bardziej wydajne numerycznie, ale trudniejsze do zréwnoleglenia i mniej efek-
tywne w wersji réwnoleglej, czy algorytmy mniej optymalne numerycznie, za
to tatwo i efektywnie dajace sie zrownolegli¢. Pierwsza grupe algorytmow (w
przypadku obliczent adaptacyjna MES) stanowia metody niejawne, prowadzace
do koniecznosci rozwiazywania uktadéw réownan liniowych. Druga sa metody
jawne, dla ktorych dyskretyzacja przestrzenna sprowadza sie (z punktu wi-
dzenia obliczeniowego) do calkowania numerycznego. To ostatnie, jak dalej
zostanie omowione, jest operacja immanentnie réwnolegta, o duzym stopniu
lokalnosci.

W poprzednim rozdziale (pp. 2.2 1 2.3) zwracana byta uwaga na lepsze dosto-
sowanie metod niejawnych do rozwiazywania zagadnien wielkiej skali adapta-
cyjna MES. Ich zadaniem jest zamiana zlozonego, zaleznego od czasu i/lub nie-
liniowego problemu na sekwencje prostszych liniowych zagadnienn przestrzen-
nych. Z punktu widzenia wydajnosci obliczen (maksymalnego wykorzystania
zasobow systemow komputerowych) istotna jest liczba generowanych przez te
metody probleméw liniowych i efektywnosé dyskretyzacji przestrzennej tych
ostatnich.

Rozstrzygniecie wyboru miedzy metodami jawnymi i niejawnymi dla algo-
rytmoéw dyskretyzacji czasowej i rozwiazywania rownani nieliniowych zalezy od
wlasnodci rozwiazywanego problemu i w zwiazku z tym nie jest szczegdlowo
dyskutowane, podobnie jak dla przypadku obliczen sekwencyjnych w rozdz. 2,
takze dla realizacji réwnoleglej. Nie jest takze rozwazana ani szczegdlowa
postaé¢ tych algorytmoéw, ani ich implementacja. Obie sg silnie zalezne od roz-
wigzywanego problemu i jednocze$nie w duzej mierze niezalezne od p6zniejszej
dyskretyzacji przestrzennej. W wielu przypadkach, przy realizacji réwnoleglej
algorytmy te stosowane sg bez zmian.

3.4.2 Calkowanie numeryczne

Calkowanie numeryczne jest przykltadem procedury tzw. konfudujaco réwno-
legtej (embarrassingly parallel). W przypadku sekwencyjnym jest ono reali-
zowane poprzez petle po wszystkich podobszarach catkowania. Naturalnym
sposobem zréwnoleglenia algorytmu jest rozbicie tej globalnej petli na wiele
petli realizowanych przez poszczegblne procesory. Kazdy procesor wykonuje
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obliczenia dla podobszaréw catkowania zawartych w przypisanym mu podsta-
wowym podobszarze dekompozycji. Wysoki stopient lokalnosci obliczenn umoz-
liwia uzyskanie wysokiej efektywnosci zréwnoleglenia.

Aby przeprowadzi¢ catkowanie numeryczne wyrazen sformutowania skon-
czenie elementowego (2.30) lub (2.31), konieczna jest znajomosé, dla kazdego
podobszaru catkowania, opisu geometrii elementéw i wartosci funkcji ksztattu
w podobszarze (patrz p. 2.6.1). Dla zagadnien zaleznych od czasu i/lub nieli-
niowych konieczna jest takze znajomo$é wartosci stopni swobody z poprzedniej
chwili i/lub iteracji. Przy braku naktadki moze zdarzy¢ sie (np. dla wspomnia-
nego przypadku probleméw niestacjonarnych i nieliniowych, a takze dla dys-
kretyzacji nieciaglej i catkowania po bokach elementow), ze przeprowadzenie
catkowania wymaga przesylania danych dotyczacych obiektéw siatki sasiadu-
jacych z danym podobszarem catkowania i/lub zwiazanych z nimi stopni swo-
body. Dzieje sie tak w przypadku catkowania po obszarach obiektéow lezacych
przy brzegu podstawowego podobszaru dekompozycji. Przesylania tego mozna
uniknaé, jezeli uwzgledni sie lokalna naktadke i zawrze potrzebne dane w struk-
turze danych naktadki, pod warunkiem jednak, ze nie dokonuje si¢ catkowania
numerycznego po podobszarach catkowania nalezacych do naktadki.

Ten ostatni problem, selekcji obiektéw, po obszarach ktérych dokonuje sie
catkowania, zwiazany jest ze sposobem tworzenia i przechowywania macierzy
skonczenie elementowego uktadu réwnan liniowych. Sposéb ten wynika z cech
stosowanej aproksymacji, omoéwionych ponizej, i wymagan algorytmu rozwia-
zywania uktadu rownan, ktore zostana oméwione w nastepnym punkcie.

Jednoznaczne przypisanie obiektéow siatki, a co za tym idzie odpowiada-
jacych im stopni swobody, poszczegélnym procesorom prowadzi do rozbicia
globalnego wektora niewiadomych na podwektory odpowiadajace poszczegol-
nym podstawowym podobszarom dekompozycji. Prowadzi to takze do rozbicia
macierzy ukladu réwnan na poziome pasma (zbiory wierszy) odpowiadajace
podwektorom. Naturalnym sposobem przechowania macierzy uktadu w lokal-
nych pamieciach procesoréw jest przechowywanie tak okreslonych poziomych
pasm. Kazdy niezerowy wyraz takiego pasma odpowiada parze stopni swo-
body (lub pojedynczemu stopniowi dla wyrazoéw diagonalnych). Tylko jeden
ze stopni swobody kazdej pary (odpowiadajacy funkcji testujacej) musi nalezec¢
do podwektora odpowiadajacego podstawowemu podobszarowi dekompozycji
(procesorowi).

Obszar wsp6lnego niezerowania sie funkcji bazowych zwiazanych z pojedyn-
cza para stopni swobody, a wiec obszar catkowania numerycznego prowadza-
cego do uzyskania wyrazu macierzy odpowiadajacego tej parze, moze wykra-
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czaé poza podstawowy podobszar dekompozycji, zwiazany z pasmem macierzy
zawierajacym ten wyraz. Zdarza sie to w przypadku, gdy jeden ze stopni
swobody nie nalezy do podobszaru, ale moze zachodzié¢ takze wtedy, gdy oba
znajduja sie na brzegu podobszaru. Dotyczy to wszystkich rozwazanych w
niniejszej pracy typow aproksymacji (ciaglej liniowej, ciagltej wyzszego rzedu,
nieciaglej), cho¢ dla kazdej na skutek dzialania innego mechanizmu.

W przypadku braku naktadki, sytuacja powyzsza powoduje konieczno§é
przestania danych do procesora wykonujacego catkowanie po okreslonym pod-
obszarze dekompozycji od procesoréw, ktéorym przyporzadkowane sa sasied-
nie podobszary. Jedli rozwaza sie eliminacje komunikacji przez wprowadzenie
naktadki, jej rozmiar musi uwzglednia¢ obiekty siatki bedace dodatkowymi
podobszarami catkowania oraz kolejne obiekty umozliwiajace wykonanie tego
dodatkowego catkowania bez komunikacji. Uwzglednienie dodatkowych pod-
obszaréw catkowania oznacza, ze obliczenia dla nich sa powielane na réznych
procesorach, co z kolei zmniejsza efektywnosé zréwnoleglenia.

Dalsze zwickszenie rozmiaru naktadki koniecznego do eliminacji komunika-
cji, moze zostaé¢ spowodowane przez uwzglednienie schematu przechowania ma-
cierzy uktadu, w ktéorym pewne wiersze sa powielane na roéznych procesorach.
Chcac zrealizowaé tworzenie wierszy lokalnie, nalezy powieli¢ ich obliczanie w
identyczny sposob jak dokonywane jest ono na procesorach, do ktérych wier-
sze te s przypisane na mocy pierwotnego podziatu na podstawowe podobszary
dekompozycji. Takie schematy przechowywania pojawiaja sie w algorytmach
rozwigzywania ukladéw réwnan liniowych metodami wielosiatkowymi i meto-
dami z duzym naktadaniem sie podobszarow [163].

W dalszych analizach zaktada sie, ze rozmiar naktadki zawsze jest taki, aby
mozliwe bylo dokonanie catkowania numerycznego bez koniecznosci wymiany
danych miedzy procesorami. Z jednej strony oznacza to, ze rozmiar ten wynika
z wymagan implementacji solwera uktadéw réwnan liniowych, ktoére okreslaja
schemat rozproszonego przechowywania macierzy i w konsekwencji zbiér wier-
szy macierzy uktadu przechowywanych lokalnie. Z drugiej strony, ostateczny
rozmiar naktadki determinowany jest przez typ aproksymacji, ktory precyzuje
zbior obiektow siatki (stanowiacych podobszary catkowania i wspomagajacych
catkowanie), dla ktorych dane musza by¢ przechowywane lokalnie dla lokalnego
przeprowadzenia calkowania numerycznego.

Z punktu widzenia skalowalnosci algorytmu catkowania istotnym parame-
trem pozostaje rozmiar naktadki, okreslany przez jej grubosé. Grubos¢ na-
ktadki moze by¢ okreslana przez liczbe warstw elementéw tworzacych ja i sto-
pieni aproksymacji w tych elementach. Jesli tak wyrazana grubosé pozostaje
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stala wraz ze wzrostem rozmiaru zadania, to algorytm catkowania numerycz-
nego wykazuje ceche proporcji obliczeri do komunikacji réwnej proporcji obje-
tosci do powierzchni. Jest wiec skalowalny. Jesli grubo$é naktadki rosnie wraz
ze wzrostem rozmiaru zadania (co czesto wystepuje przy adaptacji typu p i
moze zachodzi¢ w pewnych wariantach metod wielosiatkowych), skalowalnosé
réwnolegtego catkowania numerycznego pogarsza sie.

3.4.3 Rozwigzywanie uktadéw réwnan liniowych

Analizowane w niniejszym punkcie zréwnoleglenie solwera réwnan liniowych
polega na zréwnolegleniu algorytmu odpowiedniej metody Krytowa — sprzezo-
nych gradientow (s. 79) lub GMRES (s. 80) — oraz algorytmu poprawy uwarun-
kowania macierzy uktadu. W przypadku opisywanych uprzednio optymalnych
wielosiatkowych metod poprawy uwarunkowania zréwnoleglenie dotyczy algo-
rytmu MG (s. 74). Ostatnim algorytmem podlegajacym zréwnolegleniu jest
algorytm wygtadzania btedu, w przypadku algorytmoéw z rozdz. 2 — za pomoca
metod Schwarza lub przy zastosowaniu niekompletnego rozktadu ILU(0).

Metody podprzestrzeni Krylowa

Zréwnoleglenie algorytméw metod Krylowa, przy wylaczeniu procedur po-
prawy uwarunkowania, sprowadza sie do zréwnoleglenia podstawowych opera-
¢ji wektorowych, takich jak np. skalowanie, suma, iloczyn skalarny czy norma,
dokonywanych na globalnych wektorach oraz zréwnolegleniu wykonania ilo-
czynu dowolnego globalnego wektora z macierza uktadu réwnan (niekiedy ta
ostatnia operacja realizowana jest tacznie z algorytmem poprawy uwarunko-
wania — patrz p. 2.7.5, s. 81). Pozostale operacje algorytméw, w ktorych nie
uczestnicza globalne wektory (w tym np. rozwiazanie problemu minimaliza-
cyjnego w algorytmie GMRES), wykonywane sa przez wszystkie procesory lub
przez jeden wybrany, ktoéry nastepnie rozgltasza wyniki do wszystkich pozosta-
tych. Czas wykonania powyzszych operacji jest jednak, przy zalozeniu gru-
boziarnistoéci obliczeni, pomijalnie maty w stosunku do operacji angazujacych
wektory globalne.

Kazda pozycja w dowolnym globalnym wektorze bioracym udzial w ope-
racjach algorytmoéw metod Krylowa jednoznacznie odpowiada pozycji okre-
slonego stopnia swobody w globalnym wektorze niewiadomych. Realizacja
operacji z udziatem wektoréw globalnych oparta jest na ich dekompozycji na
podwektory — przechowywane w lokalnych pamieciach procesoréw — impliko-
wanej przez podzialy globalnego wektora stopni swobody. Wykorzystywane sa
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dwa rodzaje podzialéw oparte na klasyfikacji stopni swobody, wynikajacej z
dekompozycji obszaru obliczeniowego i istnienia naktadki.

Dla kazdego podobszaru definiuje sie nastepujaca klasyfikacje stopni swo-
body:

Definicja 3.5 Stopniami swobody wewnetrznymi nazywane sq stopnie
swobody zwigzane z podstawowym podobszarem dekompozycji.

Definicja 3.6 Stopniami swobody naktadki nazywane sqg stopnie swobody
zwigzane z lokalng naktadkq.

Definicja 3.7 Stopniami swobody lokalnymi nazywane sq, tacznie, stop-
nie swobody wewnetrzne 1 naktadki. Sq one zwigzane z rozszerzonym podob-
szarem dekompozycyi i jednoczesnie sq to wszystkie stopnie swobody przechowy-
wane w lokalnej pamiect odpowiadajgcego procesora.

Definicja 3.8 Stopniami swobody zewnetrznymi nazywane sq stopnie
swobody nie bedgce stopniams lokalnyms.

Analogicznie do nazw stopni swobody wprowadza sie nazwy podwektorow za-
wierajacych wartosci stopni swobody z odpowiedniej grupy. Dla kazdego pod-
obszaru istnieje wewnetrzny podwektor stopni swobody, lokalny podwektor
stopni swobody i podwektor stopni swobody naktadki. Wyréznienie wewnetrz-
nych podwektoréw, lokalnych podwektoréow i podwektoréw naktadki stosuje sie
takze do innych wektoréw globalnych.

Pojecia podwektoréw wewnetrznych i lokalnych sa podstaws definicji row-
nolegtych operacji wektorowych w algorytmach metod Krytowa. W przypadku
operacji redukcji (iloczyn skalarny, norma) kazdy procesor realizuje odpowied-
nie dzialania na wewnetrznych podwektorach wektoréw bedacych argumentami
operacji, po czym nastepuje runda komunikacji miedzyprocesorowej, w celu
uzyskania ostatecznego wyniku. Dla pozostatych operacji (inicjowanie, skalo-
wanie, suma) kazdy procesor wykonuje operacje na lokalnych podwektorach
wektoréw bedacych argumentami operacji. Nie zachodzi potrzeba wymiany
komunikatéw, jednak czesé operacji jest powielana na réznych procesorach.

Zréwnoleglenie iloczynu wektoréow globalnych z macierza uktadu réownan
liniowych zalezy od sposobu rozproszonego przechowywania macierzy. Ten
z kolei wynika ze sposobu realizacji poprawy uwarunkowania macierzy. Me-
chanizmy okreslania wymagan ze strony algorytméw poprawy uwarunkowania
omawiane sa w nastepnych punktach. Ponizej rozwazone sa ich konsekwencje.
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Istnieja dwa przypadki wymagan dotyczacych przechowywania macierzy
uktadu réwnan. W obu zakltada sie, ze kazdy procesor przechowuje pewna
liczbe wierszy macierzy, tworzacych, w sposéb rzeczywisty lub umowny, po-
ziome pasmo macierzy. Pierwszy przypadek ma miejsce, jesli pasma nie zacho-
dza na siebie, drugi, kiedy wystepuje zachodzenie pasm.

W przypadku niezachodzenia pasm na siebie procesor przechowuje wier-
sze odpowiadajace wewnetrznym stopniom swobody przyporzadkowanego so-
bie podobszaru dekompozycji. Aby dokonaé iloczynu skalarnego pojedynczego
takiego wiersza z dowolnym globalnym wektorem, iloczynu stanowigcego ele-
mentarny sktadnik iloczynu macierzy z wektorem, znane musza byé¢ wszystkie
wartodci wektora, dla ktoérych istnieja niezerowe wyrazy w rozwazanym wier-
szu. Wartosci te odpowiadajg stopniom swobody sasiadujacym ze stopniem,
dla ktorego utworzony jest wiersz macierzy. Aby dokonaé iloczynu skalarnego
lokalnie, nalezy wykorzysta¢ taka dekompozycje, dla ktorej lokalnie przecho-
wywane sg, oprocz wewnetrznych stopni swobody, takze te sposréd pozosta-
tych sktadowych wektora globalnego, ktére odpowiadaja stopniom swobody
sasiadujacym z wewnetrznymi stopniami swobody. Z tymi dodatkowymi stop-
niami swobody zwiazany jest dodatkowy zbior obiektéw siatki, sasiadujacych z
podstawowym podobszarem dekompozycji. Ten zbiér dodatkowych obiektow
okresla wielkos¢ naktadki, ktorej lokalne przechowanie (Scislej: lokalne prze-
chowanie danych zwiazanych z naktadka) umozliwa lokalne przeprowadzenie
iloczynu macierz—wektor.

Dla danego pasma macierzy przechowywanego w pamieci lokalnej procesora,
zgodnie z mechanizmem tworzenia wyrazéw macierzy uktadu réwnan liniowych
przez catkowanie numeryczne, wielkos¢ naktadki wymagana do lokalnego doko-
nania caltkowania numerycznego jest identyczna z wielkoscia naktadki wyma-
gang do lokalnego przeprowadzenia iloczynu macierzy z dowolnym wektorem
globalnym.

Po wykonaniu mnozenia macierz uktadu—globalny wektor prawidtowe war-
tosci znajduja sie tylko w wewnetrznych podwektorach wynikowego wektora
globalnego. Aby uzyska¢ prawidlowe wartosci w lokalnych podwektorach, ko-
nieczna jest runda komunikacji miedzy procesorami. Kazdy procesor otrzymuje
od odpowiednich procesoréw dane dotyczace podwektoréw naktadki i wysyta
potrzebne innym procesorom wybrane wartosci z podwektoréw wewnetrznych.
Kolejnos¢ wykonywania tych operacji i ich przeplatanie z lokalnymi oblicze-
niami moze mie¢ istotne znaczenie dla efektywnosci realizacji rownolegtej [179].

W drugim przypadku, kiedy pasma macierzy przechowywane lokalnie za-
chodza na siebie, stopnie swobody odpowiadajace wierszom pasm obejmuja
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nie tylko stopnie swobody wewnetrzne, ale takze pewne stopnie swobody sa-
siadujace z nimi. Aby zrealizowa¢ lokalnie iloczyny skalarne, sktadajace sie na
mnozenie macierz—wektor, nalezy lokalnie przechowywacé fragmenty globalnych
wektoréw odpowiadajace przechowywanym lokalnie wierszom macierzy, a takze
wszystkie pozostate sktadowe biorace udzial w mnozeniu. Oznacza to utworze-
nie naktadki, odpowiednio wickszej niz w przypadku niezachodzenia pasm na
siebie, przy czym dodatkowymi stopniami swobody, nie odpowiadajacymi lo-
kalnie przechowywanemu pasmu macierzy, sa stopnie swobody zwiazane tylko z
fragmentem naktadki. Tylko dla odpowiadajacych im fragmentéw globalnych
wektorow konieczna jest wymiana miedzy procesorami wartosci wynikowych
po wykonaniu mnozenia. Dla pozostalych fragmentéw podwektoréw naktadki
obliczenia sg powielane na réznych procesorach. To powielanie obliczeri sta-
nowi dodatkowy narzut w stosunku do poprzedniej wersji mnozenia macierzy
uktadu z globalnymi wektorami i musi by¢ kompensowane przez odpowiednie
zyski przy calogciowej realizacji solwera (np. przyspieszenie zbieznosci).

Wielosiatkowa poprawa uwarunkowania macierzy uktadu

Algorytm MG (s. 74) wielosiatkowe]j poprawy uwarunkowania macierzy uktadu
rownan liniowych, dla siatki kazdego poziomu, traktowanej jako siatka gesta,
sktada sie z:

e wygladzenia bledu na siatce gestej,
e sumowania wektoré6w, bedacych wektorami globalnymi dla siatki gestej,

e mnozenia wektoréw globalnych z macierza Ac,, w celu uzyskania resi-
duum na siatce gestej,

e zawezenia wektora residuum do przestrzeni zgrubnej, zwigzanej z siatka
rzadka,

e rozszerzenia wektora poprawki rozwigzania z przestrzeni zgrubne;j.

Wyjatkiem od powyzszego schematu jest siatka najrzadsza, dla ktorej je-
dyna operacja jest doktadne rozwigzanie uktadu réwnan liniowych z macie-
rza Ac,, odpowiadajaca problemowi korekty (2.83). Mozna w tym celu uzy¢
wielu iteracji wygtadzania btedu i wtedy realizacja obliczen przebiega zgodnie
z opisem zamieszczonym w nastepnym punkcie. Mozna uktad rozwiaza¢ odpo-
wiednig metoda Krytowa, z jednopoziomowa poprawa uwarunkowania macie-
rzy algorytmami wygladzania btedu, i wtedy realizacja rownolegla odbywa sie



141

wedlug zasad opisanych w punktach poprzednim i nastepnym. Mozna wresz-
cie dokona¢ rozwiazania metoda bezposrednia i wtedy najczesciej caly uktad
rozwiazuje sie na pojedynczym procesorze i rozsyla odpowiednie fragmenty
wektora wynikowego pozostalym procesorom. Dla celéw niniejszych analiz za-
ktada sie, ze w kazdym z powyzszych przypadkow koszt obliczeri na siatce
najrzadszej jest (podobnie jak to byto zakladane dla obliczeri sekwencyjnych
w p. 2.6.5) nizszego rzedu niz koszt wygtadzania bledu na siatce ostatecznej
(najgestszej).

Zréwnoleglenie algorytmu MG odbywa sie, podobnie jak wszystkich innych
algorytmoéw omawianych w niniejszej pracy, na podstawie dekompozycji ob-
szaru. Tym razem jednak dekompozycja dotyczy obliczen na siatkach réznych
pozioméw (z mozliwym wytaczeniem siatki najrzadszej). Dla kazdego rozwaza-
nego poziomu mozna okresli¢ inng dekompozycje. Jak pokazujg dalsze analizy,
rézne strategie doboru dekompozycji prowadza do réznych proporcji obliczen
do komunikacji. Ze wzgledu na ukierunkowanie analiz w niniejszej pracy na
architektury systeméw komputerowych o relatywnie wolnej sieci komunika-
cyjnej, szczegotowej analizie (1 poZniejszej realizacji) poddany jest przypadek
minimalizacji liczby danych przesytanych miedzy procesorami. Przypadek ten
odpowiada wykorzystaniu dla siatek wszystkich poziomoéw tej samej pierwotnej
dekompozycji obszaru na nienaktadajace sie podobszary. W przypadku niejed-
norodnie zageszczanych siatek adaptacyjnych strategia ta moze prowadzi¢ do
negatywnych konsekwencji, w postaci niezréwnowazenia obciazenia procesoréw
przy obliczeniach na siatkach nizszych pozioméw [36].

Macierze A¢,, odpowiadajace problemowi korekty (2.83) i okreslone dla sia-
tek kolejnych pozioméw, moga byé otrzymywane poprzez projekcje Galerkina
(2.86) lub poprzez catkowanie sformulowania stabego (2.83) na siatce odpo-
wiedniego poziomu. W algorytmach réwnolegtych macierze przechowywane sa
w sposOb rozproszony. Jesli wykorzystuje sie zatozenie o identycznosci pierwot-
nej dekompozycji obszaru na podstawowe podobszary dekompozycji na wszyst-
kich poziomach, to dekompozycja ta determinuje wygodny podzial macierzy
A ¢, na niezachodzace na siebie poziome pasma, przechowywane w pamigciach
poszczegdlnych procesoréw. W takim przypadku poszczegolne macierze mozna
tatwo uzyskaé¢ poprzez przeprowadzane w pelni lokalnie projekcje Galerkina.
Ze wzgledu na rzadka strukture macierzy Ac, zltozonos$¢ tych projekcji jest
rzedu liczby stopni swobody na danej siatce (zalezy takze silnie od stopnia
aproksymacji — patrz pp. 2.7.8 1 2.7.9).

Wyrazy macierzy A, mozna alternatywnie obliczy¢ przez catkowanie wy-
razen ze sformutowania skoniczenie elementowego dotyczacego problemu ory-
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ginalnego, stosujac zmiane podobszaréw catkowania na zwigzane z aktualnie
rozwazang siatka i uzywajac funkcji ksztattu zdefiniowanych dla tej siatki (por.
wzér (2.85)). Obliczenia na siatkach réznych pozioméw mozna traktowac zu-
pelnie niezaleznie od siebie. W zwiazku z tym do przypadkéw siatek nizszych
pozioméw odnosza sie wszelkie analizy przeprowadzane dla catkowania nume-
rycznego na siatce najgestszej w p. 3.4.2. Nakladka wynikajaca z wymagan
calkowania numerycznego ponownie definiowana jest tak, aby zagwarantowac
obliczenie wszystkich wyrazéw lokalnie przechowywanych fragmentéw macie-
rzy Ac, bez odwolywania si¢ do komunikacji miedzyprocesorowe;.

Sposoéb przechowywania macierzy A, zwiazanych z siatkami kolejnych po-
ziomoéw, a wiec 1 wielko$¢ lokalnie przechowywanych poziomych pasm Ag,, za-
lezy od wymagan algorytmu wygladzania btedu. Znajac sposéb przechowania
macierzy Ac;, operacje ich iloczynu z dowolnymi wektorami globalnymi prze-
prowadza sie identycznie jak w przypadku algorytméw metod Krytowa, wyko-
rzystujac odpowiednie podziaty wektoréow globalnych. Roéwniez w identyczny
sposob realizuje sie standardowe operacje wektorowe na wektorach globalnych.
Ponownie wielko$é naktadki wymagana do lokalnego przeprowadzenia iloczynu
macierzy Ac, z globalnymi wektorami jest taka sama jak wielkos¢ naktadki po-
trzebna do lokalnego obliczenia, poprzez calkowanie numeryczne, wszystkich
wyrazoéw lokalnie przechowywanego pasma Ac;.

Specyficznymi operacjami algorytmoéw metod wielosiatkowych sa zawezenie
do przestrzeni zgrubnej i rozszerzenie z przestrzeni zgrubnej, oba przeprowa-
dzane dla wektoréw globalnych danej siatki, traktowanej jako siatka gesta.
W celu dokonania analiz teoretycznych operacje te zapisywane sg w postaci
zawierajacej operatory macierzowe R¢; i Ra_. W praktyce realizacja polega
na sekwencji operacji lokalnych. Kazda pozycja w wektorze nalezacym do
wektorowej przestrzeni zgrubnej zwiazana jest, poprzez odpowiadajacy sto-
pient swobody, z pewng funkcja bazowa na siatce rzadkiej. Kazda taka funkcja
daje sie przedstawié¢ jako kombinacja liniowa funkcji bazowych na siatce ge-
stej. Operacje zawezenia i rozszerzenia (restrykeji i prolongacji) polegaja na
wykorzystaniu wspolczynnikow takich kombinacji liniowych (patrz p. 2.7.4).

Powyzsze wspotczynniki mozna otrzymaé albo poprzez interpolacje, albo
odpowiednig projekcje funkcji bazowych. Aby znalezé w sposéb lokalny wspot-
czynniki dla funkcji bazowych zwiazanych z danym podobszarem, konieczne
jest lokalne przechowywanie danych o obszarze, w ktorym funkcje te sa rézne
od zera. Prowadzi to do stworzenia naktadki o takiej samej szerokosci jak
wymagana w przypadku catkowania numerycznego i iloczynu macierzy uktadu
dla siatki na danym poziomie. Problem polega na tym, ze dla danej pary siatka



143

gesta—siatka rzadka rozmiar naktadki wyznaczany jest przez siatke rzadka i jest
z reguly wielokrotnoscia rozmiaru wymaganego dla siatki geste;j.

Jesliby chcie¢, w takim wypadku, dostosowywaé naktadke dla siatki gestej
do naktadki dla siatki rzadkiej, poczynajac od siatki najrzadszej, prowadzitoby
to do wzrostu rozmiaru naktadki na kolejnych poziomach w postepie geome-
trycznym. W przypadku zwiekszania rozmiaru problemu poprzez adaptacje
typu h, rozwigzanie takie prowadzi do utraty skalowalnosci algorytmu poprzez
eksponencjalny wzrost rozmiaru wymienianych komunikatow przy wygtadza-
niu na siatce najgestszej. Mozliwym wyjsciem z tej sytuacji jest ograniczenie
liczby pozioméw siatki w algorytmie wielosiatkowym, co jednak wymaga do-
ktadnego rozwiazania wiekszego problemu na siatce najrzadszej. W takim
wypadku daje si¢ utrzymaé skalowalnos$é¢ algorytmu, ale liczba wymienianych
danych pozostaje nadal duza, co moze powodowaé nieoptymalnosé algorytmu i
prowadzi¢ do przepelnienia sieci komunikacyjnej. Bardziej wyrafinowane stra-
tegie dekompozycji i rownowazenia obcigzenia sg wymagane w celu uzyskania
optymalnosci obliczen [36].

Wygladzanie bledu blokowag metoda Gaussa-Seidla

Algorytm wygtadzania btedu blokows metoda Gaussa-Seidla sktada sie z glo-
balnej petli po blokach poprawy uwarunkowania, w trakcie ktérej rozwigzuje
sie problemy lokalne (2.56). Dla tego algorytmu naturalna, rownolegta re-
alizacja jest rozbicie petli po wszystkich blokach poprawy uwarunkowania na
szereg petli wykonywanych réwnolegle, z ktorych kazda przebiega po blokach
poprawy uwarunkowania przydzielonych pojedynczemu podobszarowi dekom-
pozycji (procesorowi) |30, 15]. Po zakoriczeniu petli lokalnych odbywa sie wy-
miana komunikatéw miedzy procesorami celem uaktualnienia odpowiednich
wartosci w lokalnych podwektorach.

Przy realizacji algorytmu wygtadzania btedu blokowa metoda Gaussa-Seidla
(patrz p. 2.7.8) wykorzystuje si¢ elementarne bloki macierzy uktadu A¢, oraz
specjalnie utworzone diagonalne bloki poprawy uwarunkowania. Bloki po-
prawy uwarunkowania przed wykonywaniem petli wygladzania btedu sa pod-
dawane odwroéceniu lub rozktadowi LU, w celu przyspieszenia wykonania p6z-
niejszych wielokrotnych iteracji algorytmu Gaussa-Seidla. Przy realizacji réw-
noleglej te wstepne operacje na blokach poprawy uwarunkowania sa przepro-
wadzone lokalnie przez poszczegblne procesory.

W celu efektywnej realizacji algorytmu blokowej metody Gaussa-Seidla
wszystkie bloki macierzy wystepujace w lokalnych problemach rozwiazywanych
na danym procesorze sa przechowywane w jego pamieci lokalnej. Dotyczy to
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blokéw poprawy uwarunkowania, a takze wszystkich, powiazanych z nimi po-
przez zagadnienia lokalne, blokéw elementarnych. Wyznacza to schemat prze-
chowywania macierzy A, w postaci poziomych pasm (zbiorow wierszy). Ten
schemat determinuje takze rozmiar naktadki.

Podwektory poprawy uwarunkowania sg najczesciej, w celu zagwarantowa-
nia zbieznosci iteracji Gaussa-Seidla, powigzane z malymi podobszarami ob-
szaru obliczeniowego — tatami elementéw (patrz pp. 2.5.5 1 2.7.9). Nawet jesli
podwektory poprawy uwarunkowania nie zachodza na siebie, powigzane z nimi
taty moga nakltadac sie na siebie. Powoduje to naktadanie sie na siebie roz-
szerzonych podobszaréw dekompozycji. Zachodzenie na siebie podwektoréw
poprawy uwarunkowania zwiazane jest ze zwiekszonym obszarem nakladania
sie lat elementow. Celem powiekszania tat elementow jest zwiekszenie efek-
tywnosci wygladzania btedu [45]. Prowadzi to jednak, w przypadku realizacji
rownolegtej, z jednej strony — do zachodzenia na siebie poziomych pasm macie-
rzy przechowywanych w pamieciach lokalnych procesoréw, a z drugiej strony
— do zwiekszonego naktadania sie na siebie tat elementéw, i w konsekwencji
do zwiekszania rozmiaru naktadki. Tak okreslona nakladka jest jeszcze dalej
rozszerzana ze wzgledu na wymagania dotyczace lokalnej realizacji tworzenia
wyrazow macierzy i realizacji ilczynéw macierzy z wektorami. Moze to znacznie
zwiekszaé koszty pamieciowe algorytmu w poréwnaniu z wersja sekwencyjna.

Poza rozbiciem pojedynczej petli na petle zwigzane z poszczegblnymi pod-
obszarami, wersje rownolegla i sekwencyjna algorytmu wygtadzania btedu blo-
kowa metoda Gaussa-Seidla pozostaja identyczne. W wyniku tego liczba ope-
racji arytmetycznych w roéznych wersjach jest taka sama i niezalezna od liczby
procesorow oraz rozmiaru naktadki. Inaczej dzieje sie z wielko$cig komunikacji
miedzyprocesorowej. Liczba danych przesytanych miedzy procesorami zalezy
od liczby stopni swobody w naktadce i mechanizmu wymiany wartosci w wek-
torach globalnych w trakcie iteracji. Mechanizm ten opisany jest ponizej, w
przypadku wymiany wartosci stopni swobody przy rozwigzywaniu szczegél-
nego roéwnania liniowego, otrzymanego przez zastosowanie klasycznej liniowej
dyskretyzacji MES. W takiej sytuacji stopnie swobody przypisane sa tylko
wierzchotkom elementéw. Mozna ten przypadek tatwo uogélnié na wszelkie
inne typy aproksymacji rozwazane w niniejszej pracy.

Rysunek 3.3 przedstawia fragment siatki MES z podziatem na dwa podob-
szary — I i II — oraz naktadka o szerokosci dwoch elementow (powstaly przez
poszerzenie o warstwe grubosci jednego elementu podstawowych podobszaréw
dekompozycji). Kolory odpowiadaja obiektom wewnetrznym dla danego pod-
obszaru, a obszar zacieniowany to nakladka. Obickty (krawedzie i wierzchotki)
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Rys. 3.3. Ilustracja klasyfikacji stopni swobody przeprowadzanej w celu réwnole-
glego rozwigzania uktadu réwnan liniowych (opis w tekscie)

na brzegu miedzy podstawowymi podobszarami dekompozycji moga by¢ przy-
porzadkowane arbitralnie. W sytuacji przedstawionej na rysunku wierzchotki
oznaczone litera B sa wewnetrzne dla podobszaru I, a oznaczone litera C dla
podobszaru II.

Zaktada sie, ze podwektory poprawy uwarunkowania sg tozsame z elemen-
tarnymi podwektorami stopni swobody i odpowiadaja stopniom swobody w
pojedynczym wierzcholtku elementu. Stopnie swobody w sasiedztwie naktadki,
z racji roznic w traktowaniu podczas iteracji solwera, dzielg sie na cztery grupy:

e A — stopnie swobody wewnetrzne dla podobszaru I i lezace na zewnetrz-
nym brzegu lokalnej naktadki dla podobszaru II; w trakcie iteracji sa
uaktualniane tylko w podobszarze I,

e B — stopnie swobody wewnetrzne dla podobszaru I i lezace na wewnetrz-
nym brzegu lokalnej naktadki dla podobszaru II; w trakcie iteracji sa
uaktualniane w obu podobszarach,
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e C — stopnie swobody lezace na wewnetrznym brzegu lokalnej naktadki
dla podobszaru I i wewnetrzne dla podobszaru II; w trakcie iteracji sa
uaktualniane w obu podobszarach,

e D — stopnie swobody lezace na zewnetrznym brzegu lokalnej naktadki
dla podobszaru I i wewnetrzne dla podobszaru II; w trakcie iteracji sa
uaktualniane tylko w podobszarze II.

Algorytm wymiany wartosci stopni swobody, po kazdej lokalnej petli po pod-
wektorach poprawy uwarunkowania, jest dla kolejnych podobszaréw nastepu-
jacy. Podobszar I: wysyta do podobszaru II uaktualnione wartosci stopni swo-
body A i C, otrzymuje uaktualnione wartosci stopni swobody B i D, zgodnie z
algorytmem nanosi poprawki w stopniach swobody B na wartosci otrzymane
lokalnie, wysyta poprawione wartosci stopni swobody B, otrzymuje poprawione
wartosci stopni swobody C. Podobszar II: wysyta do podobszaru I uaktualnione
wartosci stopni swobody B i D, otrzymuje uaktualnione wartosci stopni swo-
body A i C, zgodnie z algorytmem nanosi poprawki w stopniach swobody C
na warto$ci otrzymane lokalnie, wysyta poprawione wartosci stopni swobody
C, otrzymuje poprawione wartosci stopni swobody B. Wymiana znacznie sie
upraszcza, jesli naktadka ma szerokosé tylko jednego elementu i istnieja tylko
stopnie swobody grupy A i B. Istnieja takze warianty metod dekompozycji [49],
w ktorych pomija si¢ niektoére z poprawek dokonywanych lokalnie. Celem tych
pominieé jest uproszczenie wymiany wartosci stopni swobody po kazdej itera-
cji, co w wielu wypadkach nie prowadzi do znacznego spowolnienia zbieznosci
solwera.

Ze wzgledu na dokonywanie wymiany wartosci miedzy procesorami po za-
koriczeniu petli po lokalnych podwektorach, opisywany réwnolegly algorytm
blokowej metody Gaussa-Seidla staje sie kombinacja blokowych metod Jaco-
biego i Gaussa-Seidla — cze$é danych uzywanych w problemach lokalnych jest
uaktualniana na biezaco w trakcie obliczen, czesé danych (dla podwektorow
zwiazanych z grupami obiektow siatki na brzegach podobszarow dekompozycji)
pochodzi z poczatku iteracji. Zmienia si¢c w poréwnaniu z algorytmem sekwen-
cyjnym kolejnos¢ rozwiazywania probleméw lokalnych. Powoduje to, trudne
do ilogciowego ujecia, spowolnienie zbieznosci metody®. Niemniej zwickszanie

SW teoretycznych analizach przedstawiona w niniejszym punkcie réwnolegla wersje wy-
gltadzania btedu blokowa metoda Gaussa-Seidla traktuje sie jako addytywna metode Schwa-
rza z podobszarami odpowiadajacymi dekompozycji obszaru. W tym ujeciu lokalne problemy
odpowiadaja calym podobszarom dekompozycji i rozwiazywane sa w sposéb przyblizony, po-
przez jedna iteracje blokowej metody Gaussa-Seidla.
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liczby procesoréw (podobszaréw) i zwiekszanie rozmiaru naktadki na pewno
wplywa ujemnie na zbieznogé¢” [53].

Wygladzanie bledu przy zastosowaniu blokowego niekompletnego
rozkladu ILU(0)

Algorytm wykorzystywany w przypadku poprawy uwarunkowania przy zasto-
sowaniu blokowego niekompletnego rozktadu ILU(0), podobnie jak algorytm
wygtadzania bledu blokowa metoda Gaussa-Seidla, realizowany jest w dwoch
fazach. W pierwszej nastepuje przygotowanie blokow poprawy uwarunkowania
algorytmem ILU(OQ) zs. 83, w drugiej wlasciwe wygtadzanie bledu algorytmem
FR-BS z s. 84.

Algorytm ILU(O), podobnie jak wszelkie wersje eliminacji Gaussa, jest
trudny do efektywnego zrownoleglenia. Udaje sie ono tylko dla szczegdlnych
konfiguracji obszaréw obliczeniowych [177]. W przypadku ogélnym mozna z
algorytmami ILU(O) i FR-BS postapi¢ podobnie jak z algorytmem wygladza-
nia btedu blokows metoda Gaussa-Seidla. Kazda wystepujaca w algorytmach
globalng petle po blokach poprawy uwarunkowania rozbija sie na odpowied-
nig liczbe (rowna liczbie procesoréw) petli po lokalnych dla kazdego procesora
blokach poprawy uwarunkowania. Po zakoriczeniu petli lokalnych nastepuje
wymiana danych miedzy procesorami.

Przy takim uproszczonym podejsciu do zréwnoleglenia wygtadzania btedu
z zastosowaniem blokowego niekompletnego rozktadu ILU(0), algorytm traci,
z teoretycznego punktu widzenia, wlasnosci charakterystyczne dla wersji se-
kwencyjnej. Znika $ciste powiazanie obliczen dla wszystkich sasiadujacych z
soba blokéw poprawy uwarunkowania. Obliczenia dla blokéw nalezacych do
réznych podobszaréw dekompozycji staja sie luzno powiazane, wylacznie po-
przez wymiane danych po zakonczeniu petli wygtadzania bledu. W przypadku
analiz zbieznosci wlasciwym ujeciem otrzymanej metody jest traktowanie jej
jako addytywnej metody Schwarza z podobszarami odpowiadajacymi rozsze-
rzonym podobszarom dekompozycji i niedoktadnym rozwiazaniem probleméw
lokalnych, przy zastosowaniu niekompletnego rozktadu ILU(0).

Realizacja uproszczonego zrownoleglenia wygltadzania btedu przy zastoso-
waniu rozktadu ILU(0) wymaga niewielkich zmian w algorytmach sekwencyj-
nych. W celu efektywnego wykonania wersji rownolegtej nalezy tylko zagwa-
rantowaé, aby wszystkie operacje wykonywane przez procesory po rozbiciu petli

"Chodzi tu nie o bezwzgledna zbieznos¢ metody, ale o zbieznosé wersji rownoleglej w
poréwnaniu ze zbieznoscig, wersji sekwencyjnej.
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globalnych na zbiory petli lokalnych mogly byé¢ realizowane lokalnie. Ozna-
cza to, ze sposob przechowywania blokéow macierzy (elementarnych i poprawy
uwarunkowania) oraz mechanizm wymiany wartosci w wektorach po wykona-
niu iteracji wygladzania bltedu jest podobny jak w réwnolegltym algorytmie
blokowej metody Gaussa-Seidla. Oznacza to takze, trudne do analitycznego
ujecia, spowolnienie zbieznosci solwera. Czy spowolnienie to jest skutecznie
rekompensowane przez wysoka efektywnosé rozwazanego uproszczonego zrow-
noleglenia, zalezy od rozwiazywanego problemu i cech aproksymacji.

7 punktu widzenia ztozonosci obliczeniowej istotny jest fakt, ze przy uzyciu
do wygladzania btedu niekompletnej eliminacji Gaussa, wielko$é¢ podwektorow
poprawy uwarunkowania nie odgrywa tak istotnej roli dla zbieznosci solwera
rownan liniowych jak w przypadku iteracji prostych Gaussa-Seidla. Wykorzy-
stuje sie wiec najczesciej nienaktadajace si¢ podwektory poprawy uwarunko-
wania, np. identyczne z podwektorami elementarnymi. Oznacza to, ze prze-
chowywane lokalnie pasma macierzy A, nie zachodza na siebie, co implikuje
optymalna ztozonosé catkowania numerycznego i przeprowadzania iloczynéw
macierz—wektor. Nakladka, mimo minimalnego rozmiaru, wynikajacego tylko
z zalozenia lokalnego wykonywania powyzszych operacji, ma wielkos¢ zalezna
od typu i stopnia aproksymacji. Przy zdeterminowanym przez powyzsze wy-
magania rozmiarze naktadki, zaleznosé¢ ztozonosci komunikacyjnej od rozmiaru
naktadki pozostaje dla wygtadzania z zastosowaniem niekompletnej eliminacji
Gaussa taka sama jak dla iteracji prostych Gaussa-Seidla.

Podsumowanie — zlozono$é obliczeniowa réwnoleglych wersji solwe-
row ukladéw rownan liniowych

Ztozonos¢é obliczeniowa zaprezentowanych réownolegltych wersji omawianych w
niniejszej pracy iteracyjnych solweréw liniowych jest tego samego rzedu co
ztozonosé wersji sekwencyjnych. Ztozonosé komunikacyjna jest liniows funk-
cja rozmiaru nakladki (mierzonego liczba zwiazanych z nia stopni swobody).
Ten z kolei wynika z grubosci naktadki, okreslanej przez wymagania algoryt-
moéw, i sumy powierzchni podobszaréow dekompozycji. Ta ostatnia zwiazana
jest z cechami dekompozycji obszaru i jej minimalizacja jest jednym z celow
algorytmoéw podziatu siatki omawianych w p. 3.5.1. Niemniej jednak, przy
wzrastajacej liczbie podobszaréow (procesorow) dla tego samego zadania suma
powierzchni podobszaréw zawsze rosnie.

Przy takich charakterystykach wykonania réwnoleglego nie jest mozliwe
uzyskanie liniowego przyspieszenia wersji rownolegtej, mozna jednak dazyé¢ do
zapewnienia skalowalnosci algorytmu, a nawet uzyskania liniowego przyspie-
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szenia skalowanego. Zalezeé¢ to bedzie nie tylko od czasowej i komunikacyjnej
zlozono$ci pojedynczej iteracji algorytmu, ale takze od zbieznosci solwera, za-
leznej od problemu i typu aproksymacji [53].

3.4.4 Adaptacja

Adaptacja siatki przebiega w dwoch etapach. W pierwszym szacowany jest
aktualny btad aproksymacji i obliczane sa elementowe wskazniki adaptacji.
W drugim, zaleznie od wartosci wskaznikéw i strategii adaptacji, elementy sa
dzielone, zlgczane, zmieniany jest lokalny stopienn adaptacji, przesuwane sa
wierzchotki elementow itp.

Jak juz wspomniano w p. 2.8, algorytmy pierwszego etapu adaptacji, a wiec
w szeg6lnosci ich wersje rownolegle, nie sg analizowane w niniejszej pracy. Ana-
lizowane sa natomiast algorytmy drugiego etapu, a takze wszelkie konsekwen-
cje, jakie dla realizacji pozostaltych faz obliczen MES wynikaja z zastosowania
réznych typow adaptacji.

Rownolegle wersje algorytméw drugiego etapu adaptacji analizowane sg,
zgodnie z przyjeta w pracy metodologia, pod katem lokalnosci obliczen i wy-
nikajacych z niej charakterystyk komunikacji. Sposrod tych algorytmoéw tylko
podzialy i ztaczanie elementéw nie maja charakteru w pelni lokalnego i musza
byé modyfikowane dla wykonania rownolegtego.

Modyfikacje w fazie okreslania elementow do podziatu/zlaczania konieczne
sa dla siatek o ograniczonej nieregularnosci (w szczegoélnosci dla siatek re-
gularnych). Nawet jesli obliczanie wskaznikow adaptacji jest dokonywane w
pelni lokalnie, to niektore z elementéw przeznaczane sa do podziatu (lub nie-
dopuszczane do ztaczenia) niezaleznie od wartosci ich wskaznika, dla utrzyma-
nia zalozonej ograniczonej nieregularnosci siatki. Jesli elementy wskazywane
do podzialu znajduja si¢ na brzegu rozszerzonego podobszaru dekompozycji,
do ustalenia ostatecznej listy dzielonych/zlaczanych elementéw konieczna jest
jedna runda lub nawet kilka rund wymiany danych miedzy procesorami.

Zalozeniem réwnoleglej realizacji procesu modyfikacji siatki jest przepro-
wadzanie podzialéw i zlaczen lokalnie dla wszystkich wskazanych lokalnych
obiektow siatki. Trudnosci pojawiaja sie w przypadku podziatu obiektéw bez-
posrednio na granicach rozszerzonych podobszaréw dekompozycji. Dla siatek
nieregularnych podziatowi elementu po jednej stronie granicy niekoniecznie
towarzyszy podzial elementu po drugiej stronie. Na brzegu pomiedzy tymi
elementami pojawiaja sie obiekty wystepujace tylko po stronie elementu dzie-
lonego. W celu zapewnienia spdjnosci globalnej struktury danych konieczna
jest najczesciej (zaleznie od konkretnej implementacji) wymiana komunikatow
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miedzy procesorami.

Ztaczanie elementéw moze zostaé przeprowadzone lokalnie tylko wtedy, jesli
wszystkie obiekty tworzace zlaczane elementy sa dostepne lokalnie. Oznacza
to, ze albo obiekty te musza przed ztaczaniem zostaé przestane do procesoréow
dokonujacych ztaczenia, albo podzialy obszaru na podobszary beda przypo-
rzadkowywaly pojedynczym procesorom cate rodziny elementéw. To ostatnie
rozwiazanie jest korzystne dla wielosiatkowych solwer6w rownan liniowych, dla
ktorych upraszcza procesy rzutowania rozwiazania pomiedzy siatkami.

3.5 Algorytmy wspomagajace roéwnolegta realizacje
obliczen MES

3.5.1 Podzial na podobszary

Najwazniejszymi algorytmami wspomagajacymi réwnolegla realizacje obliczen
MES sa algorytmy podziatlu obszaru obliczeniowego na podobszary. Od cech
podziatu zaleza, z jednej strony, wydajnosé numeryczna metod, a z drugiej,
wydajnosé obliczeniowa. Wydajno$¢é numeryczna, w kontekscie omawianych
metod, sprowadza sie gléwnie do zbieznosci iteracyjnych solweréw uktadéw
rownan liniowych, cho¢ ma takze wptyw, dla niektorych strategii rozwiazy-
wania, na zbieznosé solweréw réwnan nieliniowych, czy zbieznosé¢ rozwiazan
chwilowych do stanu ustalonego. Przez wydajnosé¢ obliczeniowa rozumiana jest
efektywnosé zrownoleglenia pojedynczej iteracji omawianych algorytmoéw. W
przypadku omawianych metod niejawnych oznacza to ponownie koncentracje
na procedurach tworzenia i rozwiazywania uktadéw réwnan liniowych.

Podziat obszaru obliczeniowego na podobszary ma dwa gtéwne cele: pierw-
szym jest zapewnienie odpowiedniego rozmiaru podobszaréw, a drugim uzy-
skanie wlasciwego ksztaltu podobszarow.

Realizacja pierwszego z celéw ma doprowadzi¢ do zréwnowazenia obciazenia
procesor6w — minimalizacji czasu jalowego ich pracy. Zadanie zréwnowazenia
obciazenia procesoréw moze polegaé¢ na prostym zagwarantowaniu réwnej wiel-
kosci podobszaréw dla dedykowanych systeméw o jednakowych procesorach,
moze tez by¢ znacznie bardziej ztozone, jesli chce sie uwzglednié¢ procesory o
roznych mocach obliczeniowych [31] lub nawet zmienne obciazenie proceso-
row w trakcie wykonania zadania. W przypadku metod adaptacyjnych p i hp
istotne znaczenie ma takze zréznicowanie wymaganych naktadéw obliczenio-
wych w réznych fragmentach obszaru obliczeniowego. Zréznicowanie to mozna
uwzgledni¢ przyporzadkowujac wagi poszczegdlnym obiektom siatki i zadajac
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wlasciwego rozkladu sum wag obiektéw przyporzadkowanych poszczegdlnym
procesorom.

Miara stopnia realizacji drugiego z celéw podziatu obszaru jest uzyskany sto-
sunek powierzchni (obwodu) brzegu podobszaréw do objetosci (powierzchni)
ich wnetrzna, ktory (wraz z gruboscia naktadki) determinuje ziarnistosé obli-
czeni 1 wielko$¢ komunikacji miedzyprocesorowej. Odpowiedni ksztatt podob-
szarO6w ma takze wplyw na zbieznosé¢ iteracyjnych solweréw réwnan liniowych.

W przypadku algorytméw MES dekompozycja obszaru obliczeniowego prze-
prowadzana jest jako podzial siatki MES. Z punktu widzenia ztozonosci obli-
czeniowej istotne sa algorytmy dokonujace podziatu na podstawowe (nienakta-
dajace si¢) podobszary. Podobszary nakladajace si¢ sa najczesciej generowane
dwustopniowo, najpierw generuje sie podobszary nienaktadajace sie, a nastep-
nie tworzy naktadke o okreslonej grubosci. To ostatnie zadanie ma najczesciej
charakter techniczny, zalezny dodatkowo od struktur danych uzywanych do
przechowywania siatki MES, i dokonywane jest w czasie O(V).

W przypadku rozwazania podziatu calego ciggu siatek przy realizacji row-
nolegtej metod wielosiatkowych konieczne jest uwzglednienie minimalizacji ko-
munikacji dla fazy rzutowania wektoréw pomiedzy przestrzeniami zwigzanymi
z rOéznymi siatkami. Mozna to zrobié¢ przez narzucenie dodatkowego ogranicze-
nia, z gory przypisujac pewne elementy siatki danego poziomu okreslonym pod-
obszarom uzyskanym przez podzial siatki poziomu wyzszego [36]. W skrajnym
przypadku podzial siatki na nizszych poziomach jest w catosci determinowany
przez podzial siatki najgestszej, a w konsekwencji podstawowe podobszary de-
kompozycji dla obliczen na réznych poziomach pokrywaja sie.

Zadanie podziatu siatki na nienakltadajace sie podobszary polega na jed-
noznacznym przyporzadkowaniu obiektow siatki poszczegdlnym procesorom.
Istnieja, dwa podstawowe podejicia do rozwigzania tego zadania. W pierw-
szym, zwanym dalej bezpo$rednim, wykorzystuje sie strukture danych siatki
MES oraz cechy topologiczne (potaczenia elementéw) i geometryczne (potoze-
nie wierzchotkow) siatki [74]. W drugim, zwanym dalej grafowym, dokonuje sie
reprezentacji siatki MES w postaci grafu i rozwiagzuje zadanie podziatu grafu
na podgrafy [157].

W podejsciu grafowym istotnym etapem jest reprezentacja siatki MES. W
klasycznej MES, dla ktérej stopnie swobody zwigzane sa wytacznie z wierz-
chotkami elementéw, standardowym podejéciem jest przypisanie wierzchotkom
grafu wierzchotkéw elementéw, a krawedziom grafu elementéw lub krawedzi.
Obliczenia w algorytmach zwigzane sa wtedy z wierzchotkami grafu, a krawe-
dzie grafu oznaczaja uzaleznienie pomiedzy obliczeniami dla réznych wierzchot-
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kow. Wierzchotkom i krawedziom grafu przypisuje sie wagi odzwierciedlajace:
w przypadku wierzchotkéw grafu zréznicowanie liczby operacji zwiazanych z
poszczegdlnymi wierzchotkami siatki, a w przypadku krawedzi grafu zréznico-
wanie stopnia powiazania miedzy wierzchotkami tworzacymi pare przyporzad-
kowana pojedynczej krawedzi. Zbior krawedzi grafu, ktore po jego podziale
tacza wierzchotki nalezace do roznych podgrafow (podobszaréw) nazywa sie
separatorem krawedziowym (edge separator). Zadanie podziatu grafu definiuje
sie jako problem optymalizacji z wiezami, gdzie celem jest minimalizacja sumy
wag zwigzanych z separatorem krawedziowym, a ograniczeniem jest rowny po-
dziat sum wag zwigzanych z wierzchotkami podgraféw. To ostatnie wymaganie
tagodzi sie przez dopuszczenie drobnego (rzedu kilku procent) niezréwnowaze-
nia obciazenia.

Minimalizacja wag zwiazanych z separatorem krawedziowym stuzy jako
przyblizenie minimalizacji komunikacji miedzyprocesorowej. Przyblizenie to
prawidlowo odzwierciedla stan faktyczny dla rozwazanej powyzej klasycznej
liniowej aproksymacji MES. Jednak przy bardziej wyrafinowanych aproksyma-
cjach konieczna jest modyfikacja reprezentacji. Na przyktad, dla aproksymacji
nieciaglej obliczenia zwigzane sa z elementami, a dla rozmiaru komunikacji
miedzyprocesorowej istotne znaczenie ma liczba bokéw elementéw na brzegu
miedzy podobszarami. Rozwiazaniem tego problemu moze by¢ zastosowanie
innej reprezentacji siatki, dla ktoérej wierzchotkami grafu sa elementy, a jego
krawedziami boki elementéw. W przypadku aproksymacji wyzszego stopnia
i adaptacji typu p lub hp konieczne staje sie uwzglednienie lokalnego stopnia
aproksymacji. Mozna to osiggna¢ poprzez polaczenie odpowiedniej grafowej
reprezentacji siatki ze ztozonym przypisywaniem wag wierzchotkom i krawe-
dziom grafu.

Problem dekompozycji grafu, zdefiniowany jako problem optymalizacji, jest
zagadnieniem NP-zupelnym. Istnieje wiele heurystycznych metod aproksyma-
cji tego problemu, réznigcych sie miedzy sobg jakoscia uzyskanych podziatow i
ztozonoscia obliczeniowa. Najpopularniejsze obecnie sa metody wielopoziomo-
wej rekurencyjnej bisekeji (multilevel recursive bisection), produkujace wyso-
kiej jakosci podzialy i dziatajace w czasie liniowym wzgledem rozmiaru grafu.
Przeglad tych i innych metod grafowych wraz z odniesieniami do literatury
zawiera praca [157].

Wérod metod bezposrednich podziatu siatki mozna wyr6zni¢ algorytmy po-
dzialéw geometrycznych i algorytmy zachtanne. Pierwsze wykorzystuja geo-
metryczne cechy obiektow siatki i polegaja najczesciej na odpowiednich, reku-
rencyjnych podzialach zbioru obiektéow siatki na czesci o okreslonej proporcji
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wag. Podzialy moga by¢ dokonywane np. na podstawie drzewiastej, rekuren-
cyjnej dekompozycji przestrzeni (metody octree) lub uszeregowania odpowied-
nich obiektow (najczesciej wierzchotkow elementow) wzdtuz pewnych linii (pro-
stych, jak np. w metodzie inercyjnych bisekcji (recursive inertial bisection) lub
lamanych, jak w metodzie krzywych wypelniajacych przestrzen (space filling
curves)). Algorytmy geometryczne charakteryzuja sie, podobnie jak metody
wielopoziomowej rekurencyjnej bisekcji, liniows ztozonoscia czasows wzgledem
liczby elementéw (a wiec i rozmiaru zadania N), daja jednak w wyniku po-
dzialy mniej optymalne [96].

Algorytmy zachtanne konstruuja podobszary poprzez dodawanie do aktu-
alnie rozwazanego podobszaru kolejnych elementéw i innych obiektow siatki.
Istnieja réznorodne wersje tych algorytmoéw oparte na réznych strategiach do-
boru kolejnych elementow [74]. Wszystkie one powiazane sa z klasycznym
algorytmem przeszukiwania grafu wszerz |57|. Zazwyczaj jakos¢ podzialow
generowanych przez metody zachtanne nie jest najwyzsza, maja one jednak
nie tylko liniowa ztozono$é czasows, ale czesto takze niskie state w funkcji
ztozonodci.

Przyktadem zachtannego algorytmu podziatu siatki MES, wykorzystujacego
geometryczne cechy triangulacji, jest przedstawiony ponizej algorytm PS [140],
znajdowania podobszaréow z uzyciem frontu (kolejki) wierzchotkow elementow.
W jego definicji uzyte sa nastepujace oznaczenia:

e S — podobszar jako zbior elementow i wierzchotkow (krawedzie i boki
dotaczane sg na pozniejszym etapie),

e F' —front, grupa wierzchotkow sasiadujacych z wierzchotkami w .S i beda-
cych kandydatami do dotaczenia do S (front F' powinien by¢ zorganizo-
wany w sposob umozliwiajacy efektywng realizacje wyboru wierzchotka,
np. jako kolejka priorytetowa),

o N SS — aktualna liczba stopni swobody w podobszarze,

o NS

ax — zadana maksymalna liczba stopni swobody w podobszarze,

e w — aktualnie rozwazany wierzchotek frontu,
e ¢ — aktualnie rozwazany element,

e w, — wierzchotek aktualnie rozwazanego elementu.
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Algorytm 3.1 (PS)

PSQO)
{
inicjuj front F
dla kazdego podobszaru S {
dopoki ( N2 < N5 ) {
wybierz z frontu F wierzchotek w o ekstremalnej wadze
jezeli (w ¢ S ) dodaj w do S
dla kazdego elementu e, ktorego wierzchotkiem jest w {
jezeli (e ¢ S ) {
dodaj e do S
dla kazdego wierzcholka w, elementu e, w.# W {
jezeli (w. ¢ F i w. ¢ S ) dodaj w, do F
jezeli (w. ¢ S ) dodaj w, do S
}rrr1}

Inicjowanie frontu polega na wyborze pojedynczego wierzchotka, najczesciej o
ekstremalnych wartosciach wspotrzednych.

Specyfika powyzszego algorytmu jest stosowanie kryteriow geometrycznych
przy wyborze kolejnych dotaczanych weztéw. Celem jest uzyskanie podobsza-
row o okreslonych ksztattach. Ksztaltty te zaleza od sposobu obliczenia wag
zwigzanych z wierzchotkami. Jedli za wage wierzchotka przyjmiemy jego od-
legtosé, w sensie pewnej normy, od poczatkowego wierzchotka podobszaru, to
mozemy otrzymaé rézne typy podziatéw siatki, zaleznie od przyjetej normy.
Rysunek 3.4 przedstawia podzialy przyktadowej siatki MES, uzytej w symula-
cjach przeplywow wokot profili lotniczych, zwiazane z ré6znymi normami geo-
metrycznymi. Dla zilustrowanego dwuwymiarowego przyktadu normy okre-
slaja odlegtos¢ p(x,y) miedzy punktami: x o wspolrzednych (z1,22) i y o
wspohrzednych (y1,y2). Biate fragmenty na rysunkach odpowiadaja obszarom
naktadek, ktore w tym przypadku maja szerokosé jednego elementu.

Istotng cecha algorytmu PS jest mozliwo$é operowania na elementach i
wierzchotkach siatki o zadanej generacji. Wtedy dodanie elementu pociaga
za sobg dodanie wszystkich jego potomkéw wraz z ich wierzchotkami. Ozna-
cza to, ze podziatu siatki mozna dokonywaé np. zawsze opierajac sie na siatce
poczatkowej, co przynosi zmniejszenie czasu dziatania algorytmu i przydaje si¢
w realizacji algorytmoéw wielosiatkowych oraz algorytméw powrotnego rozrze-
dzania siatki®. Inng zaleta algorytmu jest mozliwo$é ustalania maksymalne;

8W bardziej rozbudowanej wersji, nie prezentowanej w niniejszej pracy, algorytm potrafi
jednoczesnie dokonywaé podziatu siatki opierajac sie na elementach i wierzchotkach danej
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(®) plx,y) = |z1 — 31

(¢) p(z,y) = max(|z1 — 1], w2 — y2])

(d) p(z,y) = /(21 — 1) + (w2 — y2)?

Rys. 3.4. Rozne podzialy obszaru obliczeniowego w symulacji przeplywu wokot
profilu lotniczego dla czterech strategii doboru wierzchotkow z frontu w
algorytmie PS z s. 154, opartych na réznych definicjach odlegtosei p(x, y)
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liczby stopni swobody odrebnie dla kazdego podobszaru. Zmienny rozmiar
podobszaréw moze byé wykorzystywany w algorytmie réwnowazenia obcigze-
nia procesorow |28].

Ztozonos¢ czasowa i pamieciowa algorytmu zalezg od szczegdtéw implemen-
tacji. W przypadku zastosowania do przechowania frontu kolejki prioryteto-
wej o logarytmicznym czasie wstawiania i pobierania elementéw oraz tablic z
adresowaniem bezposrednim do przechowania informacji o przynaleznosci do
podobszaréw, ztozonos¢ czasowa jest rzedu N log, N, a pamieciowa rzedu N.

3.5.2 Roéwnowazenie obcigzenia i transfer obiektéw siatki

Lokalne adaptacje siatki lub dynamiczne zmiany warunkéw pracy proceso-
row prowadza do nieréwnowagi obciazenia procesoréw. Aby ja przywrocié,
konieczne sg dwa dzialania: dokonanie nowego przypisania obiektow siatki i
zwigzanych z nimi struktur danych procesorom oraz efektywny transfer tych
struktur miedzy procesorami.

Pierwsze z zadan realizowane jest przez algorytmy ponownego podziatu
siatki (mesh repartition). Do sformutowania problemu dodaje sie, procz celow
okreslonych dla pierwotnego podzialu — minimalizacji powierzchni (obwodow)
podobszaréw i zachowania zrownowazenia obcigzenia procesoréw, dodatkowe
wymaganie minimalizacji wielkosci transferu obiektéw siatki, koniecznego przy
przejsciu od starego do nowego podziatu.

Zadanie to, podobnie jak zadanie dokonania pierwotnego podziatu, jest pro-
blemem NP-zupelnym. Spos$rod réznorodnych heurystyk stosowanych do roz-
wiazania tego problemu [157, 88|, najkorzystniejszymi sa metody dyfuzji (dif-
fusion methods), w ktorych uwzglednia sie przenikanie elementéow przez granice
miedzy podobszarami. Najefektywniejsze wersje tych metod, podobnie jak w
przypadku podzialéow pierwotnych, wykorzystuja mechanizm dzialania wielo-
poziomowego i osiagaja liniowa ztozonosé obliczeniows.

Majac dane nowe przyporzadkowanie obiektow siatki podobszarom, dokony-
wany jest miedzy procesorami transfer struktur danych zwiazanych z obiektami
siatki, w tym struktur odpowiadajacych stopniom swobody. Proces ten ma w
duzym stopniu charakter techniczny i zalezy od implementacji programu MES.
Dla maksymalizacji ziarnistosci obliczen rownoleglych nalezy dokonywacé trans-
feru danych za pomoca komunikatéw o mozliwie duzych rozmiarach. Prowadzi
to do koniecznosci grupowania danych przed wtasciwym przesytaniem infor-
magcji. W przypadku dekompozycji obszaru na nakladajace si¢ podobszary,

generacji oraz tworzy¢ nakladke na podstawie elementéw i wierzchotkéw dowolnej innej ge-
neracji.
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grupowanie i transfer musza uwzgledniaé istnienie natadki. Konkretna postaé
procedur zalezy od implementacji kodu (przykladowe rozwiazanie omoéwione
jest w p. 4.3).

Jak analizowane jest to w p. 4.2.1, nie istnieje jedna optymalna struktura
danych dla wszystkich rozwiazywanych zagadnieri i typow aproksymacji MES.
Pewne dane musza byé¢ przechowywane w pamieci, wiele moze by¢ odtwarza-
nych w trakcie realizacji algorytméw. Przy wyborze struktury danych dla
rownoleglej realizacji MES nalezy uwzgledni¢ czestos¢ i rozmiar spodziewa-
nych transfer6w danych dotyczacych obiektéw siatki i stopni swobody. Aby
zminimalizowaé czas po$wiecony na transfer, mozna, dla potrzeb przesylania
danych, dobieraé¢ reprezentacje siatki o jak najmniejszej liczbie danych. Pro-
wadzi to jednak do konieczno$ci odtworzenia pozostatych wykorzystywanych w
obliczeniach informacji. Do znalezienia optymalnej reprezentacji siatki i zwia-
zanej z nig strategii transferu konieczne jest uwzglednienie tak cech problemu i
aproksymacji, jak i parametréw systemu komputerowego, na ktérym dokonuje
si¢ obliczeni (mocy obliczeniowe]j procesoréw oraz wlasnosci sieci).

Proces transferu danych dotyczacych obiektéow siatki i stopni swobody za-
wsze ma ztozonosé czasowa O(N).

3.6 Przyklady obliczen

3.6.1 Symulacja przeplywu naddzwiekowego wokét profilu lot-
niczego

Pierwszym przyktadem ilustrujacym zagadnienia wydajnosci obliczen réwno-
legtych jest symulacja nielepkiego przeptywu o liczbie Macha 3 wokét pro-
filu bi-NACA0012 [64], dla ktorego poczatkowa siatke elementéow skonczonych
przdstawia rys. 3.5. Symulacja polega na przeprowadzeniu sekwencji obliczen
dla kolejnych siatek. Dla kazdej siatki obliczenia sktadaja sie z uzyskania roz-
wiazania stacjonarnego i nastepnie adaptacji siatki na podstawie oszacowania
bledu [17]. Rysunek 3.6 przedstawia fragment rozwiazania uzyskanego na pia-
tej zaadaptowane]j siatce.

Wykorzystang strategia symulacji jest zastosowanie opisywanych juz metod:
niejawnej nieliniowej dyskretyzacji czasowej schematem Eulera, niedoktadne;j
metody Newtona do rozwiazania problemu nieliniowego na kazdym kroku cza-
sowym i metody GMRES do rozwigzania powstatego uktadu rownari. W me-
todzie GMRES zastosowana jest jednosiatkowa poprawa uwarunkowania ma-
cierzy algorytmem uogoélnionej metody Gaussa-Seidla, ze wzgledu na dobra
zbieznos¢ solwera dla rozwazanego przypadku.



158

Rys. 3.5. Symulacja przeptywu naddzwiekowego wokot profilu bi-NACA0012:
siatka poczatkowa i geometria obszaru obliczeniowego

W celu realizacji réwnoleglej uzyto algorytm podziatu siatki PS z s. 154.
Za kazdym razem stosowana byla wersja oparta na normie euklidesowej. Je-
den z podziatow siatki wykorzystywany w obliczeniach (dla 8 podobszarow),
przedstawiony jest na rys. 3.4(d).

Ilustracja efektywnosci zrownoleglenia obliczen sa wyniki przedstawione w
tabl. 3.1 i na rys. 3.7. Dotycza one rozwiazania pojedynczego ukladu rownan
liniowych (wraz z utworzeniem macierzy uktadu) w wybranym, reprezentatyw-
nym dla calej symulacji, kroku czasowym. Pokazuja przyspieszenie obliczen i
efektywnosé zrownoleglenia dla liczby procesorow od 1 do 16. Liczba stopni
swobody w rozwiazywanym problemie wynosi 86 060.

Maszyna, na ktorej dokonano obliczeni, byt komputer wieloprocesorowy HP
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Rys. 3.6. Symulacja przeptywu naddzwickowego wokot profilu bi-NACA0012: roz-
wiazanie na piatej zaadaptowanej siatce w postaci izolinii liczby Macha

Exemplar SPP1600. Komputer ten wyposazony byt (byl — poniewaz zostat
juz wycofany z uzytkowania) w wezly obliczeniowe, po cztery procesory w
kazdym z wezléw. Procesory pojedynczego wezla mialy dostep do szybszej
lokalnej pamieci wezta. Jezeli w obliczeniach wykorzystywano wiecej niz jeden
wezel obliczeniowy, efektywnosé zréwnoleglenia malata z powodu koniecznosci
odwolywania sie do globalnych zasobéw pamieci.

Parametry wykonania przedstawione w tabl. 3.1 i na rys. 3.7 pokazuja
charakterystyczne zjawisko utraty liniowosci przyspieszenia obliczeri i spadku
efektywnosci zrownoleglenia przy wzroscie liczby procesoréw, nawet w przy-
padku algorytmu tak dobrze poddajacego sie zréwnolegleniu, jak uzyty algo-
rytm GMRES z jednosiatkowa poprawa uwarunkowania macierzy metodami
Schwarza.
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Tablica 3.1. Charakterystyki rownoleglego rozwiazania uktadu réownan liniowych
o 86 060 stopniach swobody w trakcie symulacji przeptywu naddzwie-
kowego wokot profilu bi-NACA(0012 na komputerze HP Exemplar

SPP1600
Liczba procesoréw | Czas obliczenn | Przyspieszenie | Efektywnosé
1 (1 wezet) 112.97 — —
2 (1 wezel) 57.98 1.95 97.5%
4 (1 wezel) 29.56 3.82 95.5%
4 (2 wezly) 30.91 3.65 91.5%
8 (2 wezly) 16.23 6.96 87%
12 (3 wezty) 10.88 10.38 86.5%
16 (4 wezly) 8.91 12.68 79%
20 ; ; . : ; . .

18 |

14

10

Przyspieszenie

Przyspieszenie idealne <—

N=86060 -+-

8

10 12

Liczba procesorow

Rys. 3.7. Wykres przyspieszenia obliczenn uzyskanego przy réwnoleglym rozwia-
zywaniu uktadu réwnan liniowych o 86 060 stopniach swobody w trak-
cie symulacji przeptywu naddzwiekowego wokoét profilu bi-NACAO0012 na
komputerze HP Exemplar SPP1600
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Tablica 3.2. Charakterystyki wykonania réwnolegtego 10 iteracji metody GMRES
z jednosiatkowg poprawa uwarunkowania macierzy, przy rozwiazywa-
niu zagadnienia Laplace’a za pomoca nieciagtej aproksymacji Galer-
kina na sieci komputeréw osobistych

N Np | Redukcja | Szybkosé Czas Przyspie- | Efekty-
bledu 103 | zbieznoéci | obliczen szenie wnosé

48 896 1 0.288 0.443 2.26 1.00 100%
2 0.328 0.448 1.16 1.94 97%

4 0.340 0.450 0.61 3.70 92%

8 0.361 0.452 0.36 6.28 78%

391 168 1 9.313 0.626 17.85 1.00 100%
2 10.173 0.632 8.93 1.99 100%

4 10.252 0.633 4.53 3.94 98%

8 11.183 0.638 2.34 7.63 95%

3129 344 2 48.041 0.738 70.76 1.00 100%
4 47.950 0.738 35.63 1.98 99%

8 48.748 0.739 17.71 3.99 100%

3.6.2 Nieciagla aproksymacja réwnania Laplace’a

Drugim przyktadem obliczeniowym jest rownolegla realizacja obliczen dla oma-
wianego juz wezesniej (patrz pp. 2.6.6 1 2.7.11) zastosowania nieciaglej aproksy-
macji Galerkina wraz z solwerem GMRES wykorzystujacym jedno- i wielopo-
ziomowg poprawe uwarunkowania macierzy uktadu do rozwigzania modelowego
problemu dyfuzji w szescianie jednostkowym.

W tym przypadku maszyna rownolegla byta sie¢ Linuxowych komputeréw
osobistych z procesorem Pentium 4, 1.6 GHz i pamiecia 1 GBajt kazdy, pota-
czonych w technologii szybkiego Ethernetu 100 Mbit /s.

Tablice 3.2 i 3.3 prezentuja wyniki dla dwoéch wersji poprawy uwarunkowa-
nia macierzy, jednosiatkowej i trzysiatkowej, oraz réznych rozmiaréw zadania,
odpowiadajacych kolejnym siatkom uzyskanym przez jednorodne zageszczanie.
Metoda poprawy uwarunkowania jest w kazdym przypadku rownolegta uogél-
niona metoda Gaussa-Seidla ze zmodyfikowanymi latami elementéw (patrz
p. 2.7.9). N, jak zwykle, oznacza calkowita liczbe stopni swobody bedaca
miarg wielkosci problemu, a N, liczbe uzytych komputeréw (procesoréw). Dla
kazdej kombinacji metody poprawy uwarunkowania i rozmiaru zadania odno-
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Tablica 3.3. Charakterystyki wykonania réwnolegtego 10 iteracji metody GMRES
z trzysiatkowa poprawa uwarunkowania macierzy, przy rozwiazywa-
niu zagadnienia Laplace’a za pomoca nieciaglej aproksymacji Galer-
kina na sieci komputeréw osobistych

N Np | Redukcja | Szybkosé Czas Przyspie- | Efekty-
btedu -10% | zbieznosci | obliczeri szenie wnos¢é

391 168 1 0.018 0.335 26.18 1.00 100%
2 0.017 0.334 14.18 1.85 92%

4 0.018 0.335 9.08 2.88 2%

8 0.024 0.346 7.60 3.44 43%

3129 344 2 0.027 0.350 111.16 1.00 100%
4 0.027 0.350 57.76 1.92 96%

8 0.027 0.348 33.15 3.35 84%

towane sg wyniki obliczeri dla 1, 2, 4 1 8 komputeréw w sieci. Dla najwickszego
zadania nie uzyskano wynikéw przy uzyciu jednego komputera, gdyz zadanie
nie miedcito sie w pamieci operacyjne;j.

Aby otrzymaé¢ wyniki odzwierciedlajace czysto obliczeniows efektywnosé
zrownoleglenia, rezultaty w tabl. 3.2 i 3.3 odpowiadaja zawsze 10 iteracjom
metody GMRES. Dodatkows ilustracja zbieznosci sa zamieszczone w tablicach:
szybkosé zbieznosci GMRES (obliczona wg wzoru (2.93)) i wielkosé¢ wzglednej
redukcji residuum uktadu réwnaii po 10 iteracjach (podzielona przez 1073).
Ze wzgledu na réwnowaznosé zastosowanej poprawy uwarunkowania kombi-
nacji metod Schwarza szybkos$é¢ zbieznosci metody GMRES z jednosiatkowg
poprawg uwarunkowania maleje wraz ze wzrostem liczby procesoréw. W przy-
padku metod wielosiatkowych, dzieki zastosowaniu szerokiej strefy naktadania
sie podobszaréw, okreslonej dla wszystkich pozioméw przez wymagania lokal-
nosci obliczeri na siatce najrzadszej, udaje sie uzyskaé praktycznie staty szyb-
kos¢ zbieznosci. Okupione jest to zmniejszeniem efektywnosci zrownoleglenia
obliczen dla wzrastajacej liczby procesoréw.

Wyniki w tablicach dobrze ilustrujg skalowalno$é réznych wersji algorytmu.
Dla jednosiatkowej poprawy uwarunkowania skalowane przyspieszenie obliczen
jest zblizone do liniowego. Czas rozwiazania zadania o 48 896 stopniach swo-
body na pojedynczym procesorze praktycznie nie odbiega od czasu rozwigzania
zadania o$miokrotnie wiekszego na o$miu procesorach. Podobnie ma sie czas
rozwigzania zadania o 391 168 stopniach swobody na jednym procesorze do
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czasu rozwigzania zadania o 3 129 344 stopniach swobody (osiem razy wiecej
niz poprzednio) na o$miu procesorach. Gorzej prezentuje sie skalowalnosé wer-
sji trzysiatkowej, ale i tutaj czasy wykonania dla ostatniej wymienianej pary
probleméw sa zblizone.






Rozdzial 4

Modularna architektura
rdzenia obliczeniowego MES
1 realizacja obliczen
rownoleglych

Analizy przeprowadzone w poprzednich rozdzialach wskazuja na ztozony cha-
rakter wspotczesnych wyrafinowanych aproksymacji metodg elementoéw skon-
czonych. Umieszczenie w pojedynczym programie aproksymacji wyzszego
stopnia, adaptacji hp i solweréw liniowych z wielopoziomows poprawag uwa-
runkowania macierzy stanowi wyzwanie dla strategii implementacji. Ztozony
charakter algorytméw sklania do badan nad architektura kodu. Celem jest
osiagniecie programu, ktéry pomimo ztozonosci, byltby tatwo modyfikowalny,
rozszerzalny o nowe metody i techniki, wreszcie latwy w pielegnacji. Kla-
sycznym rozwigzaniem tego problemu jest modularna struktura kodu, z wyod-
rebnieniem modultéw (komponentéw) stanowiacych mozliwie niezalezne czesci
[133]. Dodatkowym wymaganiem, zwigzanym z przeznaczeniem programu do
obliczen wielkiej skali, jest utrzymanie wysokiej wydajnosci obliczeri, wyma-
ganie czesto sprzeczne z zalozeniem modularnoéci. Przeznaczenie do obliczen
wielkiej skali oznacza jednoczesnie, ze program musi by¢ przystosowany do
realizacji réwnoleglej.

Podstawa rozwazan niniejszego rozdzialu jest proba stworzenia modular-
nej architektury systemow MES, dla ktorej ostateczne programy sktadane sg z
odpowiednich komponentéw w taki sposéb, ze niezaleznie mozna otrzymywacé
wersje sekwencyjne i réwnolegte. Wersje rownolegle wykorzystuja pewne pod-
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stawowe moduty, ktére w niezmienionej postaci moga takze tworzy¢ programy
sekwencyjne, i dodaja do tego dodatkowe moduly, ktére w pelni kontroluja
przebieg realizacji rownolegte;j.

Podstawowym przedmiotem analiz niniejszego rozdziatu jest implementacja
rdzenia obliczeniowego MES. Rdzeniem obliczeniowym nazywane sg te algo-
rytmy, ktore wystepuja we wszystkich typowych obliczeniach MES i decyduja
o charakterze aproksymacji i jej numerycznej efektywnosci. Sa to algorytmy
modyfikacji siatki MES, catkowania numerycznego wyrazéw ze sformutowania
stabego, tworzenia odpowiadajacego sformutowaniu stabemu uktadu réwnan
liniowych i rozwiazania tego ukladu. Jesli rozwiazanie uktadu réwnan linio-
wych realizowane jest przez zewnetrzny solwer, to skladnikiem rdzenia ob-
liczeniowego MES pozostaje interfejs z solwerem, realizujacy wazne funkcje
organizacji procesu obliczeniowego [54].

Poza rdzeniem pozostaja zalezne od problemu procedury realizujace dys-
kretyzacje czasows, rozwiazywanie rownan nieliniowych czy specjalne sprzeze-
nia probleméw MES. Jako zewnetrzne w stosunku do rdzenia traktowane sg
takze moduty lub oddzielne programy wspomagajace obliczenia MES, odpowie-
dzialne m.in. za preprocessing (modelowanie geometryczne, generacje siatki),
postprocessing (wizualizacje), dekompozycje obszaru obliczeniowego na podob-
szary, czy, wazne w rozbudowanych srodowiskach rozwigzywania problemoéw,
zadania monitorowania i sterowania.

Niniejszy rozdzial przedstawia ogélna koncepcje modularnej architektury
programéw MES oraz podstawy pewnej szczegdlnej jej implementacji. Do kon-
struowania tej szczegélnej implementacji wykorzystane sg rozwazania i ana-
lizy poprzednich rozdzialéw pracy. Detale implementacji, majace charakter
techniczny i mniej interesujace z naukowego punktu widzenia, sa pominiete
w rozwazaniach. Rozdzial zawiera ponadto opis typowego przebiegu obliczen
rownolegtych w ramach prezentowanej implementacji. Implementacja ta wyko-
rzystywana jest we wszystkich przyktadach obliczeniowych zaprezentowanych
W pracy.

4.1 Modularna architektura rdzenia obliczeniowego
MES

Architektura programoéw MES proponowana w niniejszej pracy sktada sie z
szeregu moduléw, ktére mozna utozyé w odpowiednie warstwy implementacji.
Rysunki 4.1 i 4.2 przedstawiaja w postaci diagraméw UML [153| proponowanag
architekture w przypadkach, odpowiednio, kodu sekwencyjnego i kodu réwno-
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legtego. Linie ciagte tacza istotne dla omawianej architektury interfejsy, repre-
zentowane przez okregi, z implementujacymi je modutami. Linie przerywane
zakonczone strzatkami oznaczaja wywolania procedur wyspecyfikowanych w
interfejsach lub zawartych w zewnetrznych bibliotekach i programach.

Na szczycie warstw implementacji znajduje sie warstwa zalezna od pro-
blemu. W tworzacym ja module zgromadzone sa te procedury, ktoére progra-
mista ostatecznej wersji kodu, przystosowanej do rozwigzywania konkretnej
klasy probleméw, musi najczesciej napisa¢ sam. Celem niniejszej, jak i wielu
innych (por. np. [128]), propozycji architektury kodéow MES jest zminimalizo-
wanie tej warstwy i dostarczenie calej pozostalej infrastruktury obliczeniowej,
w tym infrastruktury do obliczenn réwnoleglych, w postaci procedur gotowych
do wykorzystania bez zadnych modyfikacji.

Ta pozostata infrastruktura obliczeniowa sklada sie z procedur specyficz-
nych dla MES, tworzacych jej rdzeni obliczeniowy, oraz zewnetrznych pro-
graméw i bibliotek, ktorych procedury realizuja zadania wspomagajace. Ze-
wnetrzne programy i biblioteki stanowia najnizszg warstwe w omawianej ar-
chitekturze. Typowymi przyktadami sa tutaj biblioteki algebry liniowej, a dla
wersji rownolegtych biblioteki przesylania komunikatéw czy programy dzielenia
siatki MES.

Interakcje procedur rdzenia i procedur zewnetrznych moga mie¢ mniej lub
bardziej ztozony charakter. W przypadku prostych, jednokierunkowych inte-
rakcji w procedurach rdzenia umieszcza sie wywotania funkcji realizowanych
przez procedury zewnetrzne. Najczesciej nazwy tych funkcji sg specyficzne dla
implementacji procedur rdzenia i wymagaja posredniej warstwy interfejsu dla
konkretnych implementacji procedur zewnetrznych. Taka warstwa posrednia —
adapter modutu zewnetrznego — pozwala uniezaleznié¢ rdzeri obliczeniowy MES
od konkretnych realizacji funkcji zewnetrznych.

Bardziej ztozony charakter maja interakcje rdzenia obliczeniowego MES z
programami zewnetrznymi, np. w przypadku uzycia wielosiatkowych solwerdw
réwnan liniowych. Zaleznie od realizacji solwera, konieczne moze sta¢ sie wtedy
zastosowanie wywotan zwrotnych procedur rdzenia przez procedury solwera.
Wywolania te moze realizowaé¢ warstwa adaptera solwera [22], tak jak jest to
przedstawione na rys. 4.1 i 4.2.

Srodkowe warstwy w proponowanej architekturze kodow MES sa tworzone
przez procedury rdzenia obliczeniowego. Nowoscia tej architektury w poréw-
naniu z innymi koncepcjami jest rozbicie rdzenia obliczeniowego na dwie nie-
zalezne warstwy — sekwencyjng i rownoleglta. Warstwe sekwencyjna tworza
moduty, ktére bez zmian umieszczane moga by¢ w kodach réwnoleglych i se-
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kwencyjnych, a w trakcie wykonania nie maja $wiadomosci czy pracuja w ko-
dzie sekwencyjnym, czy rownolegltym. Warstwe rownolegla tworza moduty w
pelni odpowiedzialne za efektywna realizacje obliczenn w §rodowiskach réwno-
legtych.

Druga nowoscia proponowanej architektury jest rozbicie warstwy sekwen-
cyjnej na odrebne moduty, takie jak: modut operacji na siatkach, modut apro-
ksymacji i modut interfejsu z solwerem liniowym. Taka modularyzacja oznacza
alternatywe w stosunku do modelu implementacji MES, w ktérym podstawo-
wym pojeciem jest element, taczacy cechy topologiczne, geometryczne i aprok-
symacyjne (por. np. model architektury MES w ujeciu obiektowym w [103]).

Dla omawianej w niniejszej pracy metodologii zrownoleglenia obliczeri MES
prezentowana architektura kodu przewiduje, jako podstawowy modul organi-
zujacy przebieg obliczenn réwnoleglych, modut zarzadzania dekompozycja ob-
szaru.

W nastepnych punktach scharakteryzowane sa pokrotce podstawowe mo-
duly rdzenia obliczeniowego MES. Prezentacja ma charakter abstrakcyjny,
koncentrujac sie na interfejsach modutéw!. Jest zalozeniem proponowanej ar-
chitektury, ze poszczegbdlne moduty zdefiniowane sg wytacznie poprzez ich in-
terfejsy, co gwarantuje ogolnosé definicji i pozostawia swobode realizacji przy
uzyciu réznych technik i jezykéw programowania. Uwagi dotyczace implemen-
tacji modultéow zawarte sg w p. 4.2.

4.1.1 Modul operacji na siatkach

Procedury modutu operacji na siatkach odpowiedzialne sa za wczytywanie,
przechowywanie i modyfikowanie informacji dotyczacych siatek elementéw
skonczonych oraz za udostepnianie tych informacji wszystkim pozostatym mo-
dutom kodu. Modyfikacje siatki obejmuja roznorakie typy zageszczania i roz-
rzedzania siatki, takie jak: podzialy elementow (zageszczanie siatki, adaptacja
typu h), przesuniecia wierzchotkow elementéw (adaptacja typu ), laczenie
elementow powstalych z uprzednich podzialow (rozrzedzanie siatki, takze na-
lezace do adaptacji typu h).

Modut operacji na siatkach (nazywany dalej takze po prostu modutem
siatki) jest modutem najtatwiejszym do wydzielenia z catosci programu MES.
Jego procedury nie pobieraja zadnych danych z pozostatych modutéw rdzenia
obliczeniowego. W przypadku zlozonej geometrii obszaréw obliczeniowych,

W niniejszej pracy jedynym wykorzystywanym elementem interfejséw modultéw sa na-
gltowki procedur wywolywanych przez funkcje zewnetrzne. Bardziej szczegotowy opis inter-
fejsow znajduje sie w pracy [22].
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procedury tworzenia nowych wierzchotkéw elementéw moga potrzebowac inte-
rakcji z traktowanym jako zewnetrzny w stosunku do rdzenia obliczeniowego
modutem modelowania geometrycznego. Podobnie w przypadku adaptacji po-
przez remeshing [185, 104] wymagane jest wspoldziatanie modutu operacji na
siatkach i generatora siatek. Nie ma natomiast przeptywu informacji do mo-
dutu siatki np. o uzywanej aproksymacji czy rozwigzywanym problemie.

Zaktada sie, ze modul moze dokonywaé¢ operacji na kilku siatkach w ramach
pojedynczej symulacji (w przypadku kilku pol aproksymacji w tym samym
obszarze lub w przypadku sprzegniecia aproksymacji w roznych obszarach).
Sprzezenie aproksymacji na réznych siatkach jest dokonywane przez moduty
zewnetrzne w stosunku do modutu siatki. Siatki moga by¢ siatkami hybrydo-
wymi [97, 105], ztozonymi z elementéw roznych typow. Oddzielenie modutu
aproksymacji od modutu operacji na siatkach pozwala na przeprowadzanie ad-
aptacji w przypadku wielu pol aproksymacji. Wprowadza jednocze$nie kom-
plikacje przy przeprowadzaniu modyfikacji siatki, ktora musi byé¢ realizowana
w dwoch fazach [22].

W przypadku rozbudowanej struktury danych liczba procedur interfejsu
modutu siatki siega kilkudziesieciu. Ponizej przedstawione jest kompletne ze-
stawienie grup procedur wystepujacych w interfejsie modutu operacji na siat-
kach:

e procedury inicjacji i operacji wejscia/wyjscia importujace dane z plikow
lub innych moduléw oraz eksportujace dane, w réznych mozliwych for-
matach,

e procedury zwracajace globalne informacje o siatce MES, takie jak: opis
siatki, liczba elementéw, liczby innych obiektow siatki,

e procedury informujace o atrybutach konkretnych obiektow siatki (patrz
p. 4.2.1, s. 176),

e procedury umozliwiajace wykonanie petli po obiektach danego rodzaju,

e procedury podajace informacje o przynaleznosci obiektow nizszego wy-
miaru do obiektow wyzszego wymiaru (np. dla krawedzi — do ktorych ele-
mentéw przynalezy) oraz o posiadaniu obiektow nizszego wymiaru przez
obiekty wyzszego wymiaru (np. dla boku — ktore wierzchotki posiada),

e procedury zwracajace dla obiektow siatki informacje o sasiadach (przede
wszystkim dla elementow),
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e procedury informujace o ,rodzinie” (rodzicu i dzieciach) danego obiektu
siatki,

e procedury zwracajace dodatkowe informacje zwigzane z obiektami siatki,
najczesciej przekazywane przez generator siatki, takie jak np. typ wa-
runku brzegowego dla bokéw czy typ materiatu dla elementow,

e procedury informujace o wzglednym potozeniu jednych obiektéw siatki
wzgledem drugich (procedury te moga np. zwraca¢ wspotezynniki trans-
formacji pomiedzy lokalnymi wspotrzednymi dla dwoch czesciowo pokry-
wajacych sie obiektow siatki),

e dla szczegdlnego przypadku obiektéw geometrycznie liniowych, proce-
dury podajace informacje geometryczne zwiazane z obiektem, np. roz-
miar obiektu,

e procedury modyfikacji siatki: jej inicjacji i finalizacji oraz podzialéow i
zlaczen obiektow siatki,

e procedury wpisujace dane o obiektach siatki do struktury danych modutu
oraz usuwajace je z niej.

4.1.2 Modutl aproksymacji

W proponowanej architekturze na modut aproksymacji sktadaja sie wszelkie
procedury dokonujace operacji zwiazanych ze zbiorami stopni swobody i funk-
cjami ksztaltu. Elementarnymi procedurami modutu aproksymacji sa proce-
dury zapisujace, odczytujace i przepisujace wartosci stopni swobody zwigzane
z pojedynczym obiektem siatki. Z punktu widzenia obliczen MES, podstawo-
wym zadaniem modutu aproksymacji jest dokonanie catkowania numerycznego
wyrazen ze sformutowania skorniczenie elementowego. Istotng grupa procedur
w ramach modutu aproksymacji sa takze procedury dokonujace réznorodnych
typoéw rzutowania i interpolacji. Interpolacje wykorzystuja zazwyczaj jawne
wzory, projekcje czesto zwiazane sa z rozwiazaniem lokalnych problemow (dla
pojedynczych elementéw lub innych obiektow siatki). Interpolacje i projekcje
stosowane sa np. do przypisywania wartosci geometrycznym stopniom swo-
body obiektéw siatki w przypadku elementéw krzywoliniowych, do nadawania
wartosci poczatkowej stopniom swobody, do przypisywania wartosci stopniom
swobody obiektoéw tworzonych w trakcie adaptacji, do przeprowadzania prolon-
gacji i restrykcji w trakcie wielosiatkowego rozwiazywania réwnan liniowych,



172

do nadawania wartosci z warunkéw brzegowych stopniom swobody obiektéw
na brzegu obszaru obliczeniowego.

Sciste powigzanie procedur aproksymacyjnych z operacjami na siatkach
utrudnia wydzielenie modutu aproksymacji z calosci kodu MES. Funkcje
ksztaltu definiowane sa odrebnie dla kazdego typu elementéw. Podobnie kwa-
dratury catkowania numerycznego zaleza od rodzaju obszaru catkowania. Ida-
cym najdalej rozwiazaniem kwestii powyzszych zaleznosci jest tworzenie od-
rebnych modutéw aproksymacji dla poszczegdlnych typow siatek. Nie jest to
jednak rozwigzanie optymalne. Sposrod procedur modutu aproksymacji mozna
wyr6znié podzbidr funkeji zaleznych od typu siatki i podzbior funkcji niezalez-
nych, takich jak np. ogélna procedura catkowania numerycznego. W ramach
rozwazanej architektury rozwigzaniem optymalnym wydaje sie tworzenie réz-
nych modulow dla istotnie réznych typow siatek (np. siatek w obszarach dwu-
i trojwymiarowych) i wyr6znianie w ich ramach podmodulow dla siatek zbli-
zonych (np. czworosciennych i szesciennych).

Podobnie jak w przypadku modutu siatki, modut aproksymacji moze ope-
rowaé na kilku swoich podstawowych obiektach, w tym wypadku polach apro-
ksymacji. Koordynacja dziatan zwigzanych z r6znymi polami odbywa sie poza
modutem aproksymacji.

4.1.3 Modutl interfejsu z solwerem réwnan liniowych

W proponowanej architekturze programéw MES solwer ukladéw réwnan li-
niowych realizuje ogélny interfejs, dostosowany tak do metod bezposrednich,
prostych metod iteracyjnych, jak i do ztozonych iteracyjnych solweréw wielo-
siatkowych. Zamystem jest istnienie kilku tylko procedur interfejsu po stronie
solwera. Procedury te realizowane sa przez adapter solwera, stanowiacy war-
stwe posrednig pomiedzy kodem MES i niezaleznym zewnetrznym solwerem.
Podstawowe interakcje pomiedzy solwerem i reszta kodu odbywaja sie poprzez
wywotania procedur programu MES, tworzacych modut interfejsu z solwerem
rOwnan liniowych, przez procedury adaptera solwera liniowego. Procedury
modutu interfejsu z solwerem realizujg interfejs dostosowany do wspotpracy
z rozmaitymi solwerami réwnan liniowych. Rozwiazanie takie daje duza ela-
stycznos¢ w doborze solwera liniowego dla réznych zagadnien, cho¢ zwigzane
jest z koniecznosciag wyposazenia kodu solwera w procedury adaptera, wywo-
tujace procedury kodu MES.

Interfejs realizowany przez modul interfejsu z solwerem zawiera procedury
umozliwiajace tworzenie siatek réznych pozioméw, przekazywanie blokéw ma-
cierzy sktadajacych sie na globalng macierz uktadu réwnan liniowych oraz prze-
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kazywanie rozwigzania poczatkowego do solwera i koncowego z solwera. Po-
siada takze procedury wspomagajace rzutowanie rozwigzan pomiedzy siatkami
roznych pozioméw w przypadku obliczeri wielosiatkowych.

W programie moze istnie¢ wiele solweréw, np. odrebne solwery zwiazane z
odrebnymi podproblemami problemu sprzezonego. Koordynacja ich dzialania
zajmuja, si¢ procedury modulu zaleznego od problemu.

Procedura rozwigzania uktadu réownan liniowych, podstawowa procedura
zawarta w interfejsie adaptera solwera, posiada dwa tryby pracy. W trybie
rozwigzania catosci uktadu, wypelnia strukture danych solwera odpowiednimi
wartodciami i dokonuje pelnego rozwiazania uktadu réwnani. W trybie rozwia-
zania dla nowej prawej strony, uzyskuje jedynie nowy wektor prawej strony i
dokonuje rozwiazania wykorzystujac istniejace struktury zwiazane z macierza
uktadu. Z analiz ztozonosci obliczeniowej algorytméw rozwiazywania réwnan
liniowych wynika, ze, zar6wno dla metod bezposrednich, jak i optymalnych
metod iteracyjnych, rozwigzanie dla nowej prawej strony ma nizszy rzad zto-
zonosci czasowej niz rozwigzanie catosci uktadu. Do efektywnej realizacji ob-
liczenn wielkiej skali istnienie dwoéch wymienionych trybéw pracy solwera jest
wiec konieczne.

4.1.4 Modutl zarzadzania dekompozycja obszaru

Ze wzgledu na przyjecie dekompozycji obszaru za podstawe zréwnoleglenia ko-
dow MES modut odpowiedzialny za realizacje obliczeri réwnoleglych nazywany
jest modutem zarzadzania dekompozycja obszaru (w skrocie modutem dekom-
pozycji). Procedury tego modulu sa jedynymi procedurami rdzenia oblicze-
niowego MES $wiadomymi faktu wykonania réwnolegltego w trakcie realizacji
obliczenn. Procedury modutéw sekwencyjnych dzialaja w sposob identyczny,
niezaleznie od tego czy program jest uruchamiany na jednym, czy na wielu
procesorach.

Procedury modutu dekompozycji wywolywane sa w celu przeprowadzenia
takich podstawowych dla wykonania réwnolegtego operacji, jak: podzial ob-
szaru obliczeniowego na podobszary, tworzenie naktadki czy réwnowazenie ob-
cigzenia procesoréw. Pelnia one takze role pomocnicza w adaptacji, przy re-
alizacji ktorej uzgadniajg ostateczna liste modyfikowanych obiektow uwzgled-
niajac zatozona nieregularnosé siatki oraz utrzymuja spéjnosé struktur danych
na réznych procesorach, po dokonaniu lokalnych modyfikacji siatki.

W trakcie realizacji obliczeni solwera liniowego procedury modutu dekompo-
zycji posrednicza przy wykonywaniu globalnych operacji wektorowych redukcji
(iloczyn skalarny, norma) i przeprowadzaja wymiane wartosci w rozproszonych
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fragmentach globalnych wektoréw przy obliczaniu ich iloczynéw z macierza
uktadu rownan liniowych oraz przy wygtadzaniu bltedu (poprawie uwarunko-
wania macierzy). Poza tym umozliwiaja uzyskanie podstawowych informacji
o parametrach wykonania réwnoleglego, takich jak liczba wykorzystywanych
procesoréw (podobszarow) czy identyfikator biezacego procesora, a takze do-
starczajg funkcje realizujgce podstawowe operacje grupowego przesyltania ko-
munikatow, takie jak rozglaszanie (broadcast), rozpraszanie (scatter) i zbieranie
(gather).

4.2 Implementacja moduléw

W punkcie niniejszym omoéwiona jest przyktadowa implementacja scharakte-
ryzowanych powyzej modutéw. Nadal jednak prezentacja nie wchodzi w szcze-
goty realizacji — konkretne struktury danych, jezyki programowania — zwraca-
jac uwage tylko na pewne aspekty istotne z punktu widzenia obliczen wielkiej
skali i zwigzane z dyskutowanymi w pracy algorytmami i metodologig zréw-
noleglenia. Ze wzgledu na ograniczenie niniejszych rozwazan do elementéw
specyficznych dla kodow MES nie jest dyskutowana implementacja wielosiat-
kowych solweréw réwnan liniowych, mimo ze daje ona pole do szczegdlnie
wyrafinowanych technik realizacji®.

Definiowanie modutéw poprzez okredlenie ich interfejséw nie przesadza o
ostatecznej implementacji. Jednak jedna z podstaw proponowanej modulary-
zacji kodow MES jest powiazanie kazdego z moduléw z pewna podstawowsa
strukturg danych stosowang w implementacjach. Strukturami tymi sa:

e struktura danych siatek MES dla modutu operacji na siatkach,
e struktura danych pol aproksymacji dla modutu aproksymac;ji,

e struktura danych przenumerowania stopni swobody dla modulu inter-
fejsu z solwerem liniowym,

2Uzycie odrebnego typu danych dla catosci solwera pozwala na tatwe postugiwanie sig
wieloma egzemplarzami solwera w ramach jednego modutu. Uzycie odrebnego typu danych
dla pojedynczych pozioméw siatki umozliwia zréznicowanie operacji na poszczegdlnych po-
ziomach, np. przypisanie kazdemu poziomowi innej metody przyblizonego lub dokladnego
(dla siatki najrzadszej) rozwiazania uktadu. Format przechowywania macierzy ukladu moze
by¢ rézny na kazdym poziomie. Zréznicowanie algorytmoéw i struktur danych na réznych po-
ziomach moze mie¢ istotne znaczenie przy realizacji rownoleglej, jesli zréznicowany rozmiar
zadania na réznych poziomach sprawi, ze optymalnymi sa odmienne dla réznych pozioméw
dystrybucje danych miedzy procesorami.
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e struktura danych utrzymujaca spéjnosé rozproszonych struktur danych
siatek i pol aproksymacji dla modutu zarzadzajacego dekompozycja ob-
szaru.

Powigzanie okreslonych interfejséw definiujgcych moduty z podstawowymi
strukturami danych zbliza proponowang architekture do rozwiazan obiekto-
wych. Mozliwa jest jednak implementacja tak okreslonej architektury w je-
zykach nieobiektowych, takich jak C czy Fortran95. Mozliwe, i do pewnego
stopnia naturalne, hierarchie klas odpowiadajace modutom nie stanowia wy-
maganego elementu architektury.

4.2.1 Modul operacji na siatkach

W przedstawianych w niniejszej pracy opisach zatozono, ze siatka MES ztozona
jest z nastepujacych obiektow skltadowych (obiektow siatki):

e clementy,

e boki,

e krawedzie,
e wierzchotki.

Opis ten najlepiej pasuje do siatek w obszarach tréojwymiarowych. Dla za-
gadnien w obszarach dwuwymiarowych znika pojecie krawedzi, natomiast w
obszarach jednowymiarowych dodatkowo znika pojecie boku i pozostaja wy-
tacznie elementy i ich wierzcholki. Nie wszystkie wymienione powyzej obiekty
siatki muszg by¢ reprezentowane w strukturze danych.

Sposrod obiektow siatki najwazniejszym jest element. 7 teoretycznego
punktu widzenia, element okresla si¢ jako zlozony z trzech sktadowych: ob-
szaru w przestrzeni, zbioru funkcji ksztattu (definiujacych lokalna przestrzen
funkcyjna) i zbioru stopni swobody (jako funkcjonaléw okreslonych na funk-
cjach z lokalnej przestrzeni) [52]. Dwie ostatnie skladowe w calosci zwiazane
sa z polem aproksymacji. Pierwsza sktadowa definiowana jest przez potozenie
obiektow tworzacych element: bokéw, krawedzi, wierzchotkéw. Takze w tym
przypadku dane geometryczne moga by¢ zwigzane z odpowiednia aproksyma-
cja. Tym, co zawsze pozostaje w gestii modutu siatki sg zaleznosci topologiczne
— wzajemne przynaleznosci, zawierania i sgsiedztwo obiektow siatki.

Nie istnieje w ramach modutu siatki pojecie wezta, ktore w klasycznej MES
obejmuje potozenie geometryczne i zbiér stopni swobody. Wszelkie odniesienia
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do stopni swobody przejete sa przez modut aproksymacji. Procedury modutu
aproksymacji moga realizowaé¢ model klasyczny lub inne sposoby okreslania
pol aproksymacji dla danej siatki.

Obiekty siatki charakteryzowane sg w strukturze danych poprzez odpowied-
nie atrybuty. Ponizej przedstawiony jest typowy zestaw takich atrybutow (nie
wszystkie atrybuty stosuje sie do wszystkich obiektéw — w nawiasach podane
jest dla jakich obiektow dany atrybut posiada sens):

e typ (elementy, boki) — dla elementu np. trojkat, szescian, czworoscian,
dla boku np. tréjkat, czworokat;

e stan (elementy, boki, krawedzie) — aktywny lub nieaktywny. Aktywne
sa te obiekty, ktore nie zostaly podzielone w trakcie adaptacji i biora
udzial w obliczeniach na siatce ostatecznej, najrzadszej. Nieaktywne sa
te obiekty, ktore zostaty podzielone w trakcie adaptacji. Obiekty te moga
nadal istnie¢ w strukturze danych siatki MES i by¢ uwzgledniane np. przy
obliczeniach na siatkach zgrubnych czy przy powrotnym rozrzedzaniu
uprzednio zageszczonej siatki;

e rodzic (elementy, boki, krawedzie) — wszystkie obiekty, ktore moga byé
dzielone w trakcie adaptacji, moga takze powstawaé¢ w wyniku podziatu
okreslonego obiektu. Obiekt ten jest dla nich obiektem-rodzicem. W
przypadku elementéw brak rodzica oznacza przynalezno$é do siatki po-
czatkowej;

e dzieci® (elementy, boki, krawedzie) — posiadanie dzieci jest jednoznaczne
z nieaktywnoscia obiektu.

Jednoczesne wystepowanie w strukturze danych siatki MES informacji o
obiektach aktywnych i nieaktywnych, tworzacych rézne generacje, moze zo-
sta¢ wykorzystane przy tworzeniu siatek réznych poziomoéw na potrzeby wie-
losiatkowych solweréw rownari liniowych (patrz p. 2.7.4). Jednak informacja
o kolejnych poziomach siatki nie musi, a wrecz nie powinna by¢ w jawny spo-
sOb zawarta w module siatki. Siatki réznych pozioméw dla obliczenn wielo-
siatkowych powinny by¢ tworzone przez procedury zewnetrzne w stosunku do
modulu siatki, postugujace sie jedynie informacja o rodzinach (rodzic—dzieci)
obiektow siatki.

Istotnym rodzajem informacji o obiektach siatki, niezbednym do przepro-
wadzenia adaptacji, jest informacja o sasiedztwie. Minimalny zestaw danych

30kreslenie potomkowie jest terminem ogodlniejszym, oznaczajacym takze dzieci dzieci,

itd.
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tego typu zawiera informacje o aktywnych sasiadach poprzez bok dla kazdego
aktywnego elementu (sasiadem poprzez dany bok jest element, ktory zawiera
albo ten bok, albo jego dowolnego przodka lub potomka).

Do zaprojektowania procedury zwracajacej liste sasiadéw elementu, konie-
czne jest rozroznienie rodzajow siatek, zwiazanych z mozliwymi strategiami
dzielenia elementéw. Jedli przy podziatach nie dopuszcza sie do powstania
siatek nieregularnych (patrz p. 2.4.3), np. przez dokonywanie dodatkowych,
czesto niejednorodnych, tymczasowych modyfikacji siatki®, tworzenie list sa-
siadow jest procedura prosta.

Sytuacja znacznie komplikuje sie w przypadku siatek nieregularnych. Nie-
regularno$é¢ siatek moze mieé rézny stopien. Dla siatek jednonieregularnych
kazdy bok i kazda krawedZ dowolnego aktywnego elementu moze posiadaé co
najwyzej jedno pokolenie potomkéw (czyli moze mie¢ dzieci, ale nie moze mie¢
wnuczat). Dzieki temu liczba aktywnych sasiadow pojedynczego aktywnego
elementu ograniczona jest do kilkunastu i moze zostaé¢ zaprojektowana poje-
dyncza procedura zwracajaca ich liste. W sytuacji ogolnej, kiedy siatki moga
by¢ nieregularne w dowolnym stopniu, zwrécenie pelnej listy sasiadéw jest nie-
wykonalne. Mozna wtedy zastosowaé¢ konwencje, w ktorej uwzglednia si¢ jako
sasiadow tylko aktywne elementy zawierajace boki rozwazanego elementu lub
przodkéw tych bokéw.

Powyzszy przyklad ilustruje istnienie w strukturze danych siatki elemen-
tow skorniczonych dwoch typow informacji. Informacje pierwszego typu maja
charakter ustrukturalizowany (takze dla siatek niestrukturalnych). Naleza tu
wszelkie dane o okreslonej liczebnosci sktadowych, np. lista bokéw elementu
(trzy sktadowe dla trojkata, pie¢ dla pryzmy), lista wierzchotkow krawedzi
(dwie skladowe), lista dzieci elementu (zaleznie od rodzaju elementu i typu
podziatu od dwoch do oémiu sktadowych), lista rownej wielkosci sasiadow ele-
mentu. Informacje drugiego typu odzwierciedlajg dla siatek niestrukturalnych
ich lokalnie nieprzewidywalny charakter, a takze nieprzewidywalnos¢ przebiegu
lokalnej adaptacji. Nie mozna z gory okresli¢ liczby elementéw wspotdzielacych
pewna wspolna krawedz ani tez liczby elementow (aktywnych i nieaktywnych)
stykajacych sie z okreslonym bokiem (aktywnym lub nieaktywnym).

Naturalnym rozwiazaniem przy projektowaniu struktur danych dla kodow
MES jest wykorzystanie w maksymalnym stopniu danych ustrukturalizowa-
nych, co prowadzi do prostszej postaci ostatecznego kodu. Zaletg przechowy-
wania wytacznie danych ustrukturalizowanych jest szybkos¢ dziatania i pro-
stota procedur dostepu do danych.

“Modyfikacje takie nosza zwyczajowa nazwe ,zaggszczania zielonego” (green refinement).
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Wyboér optymalnej struktury danych dla siatki MES nigdy jednak nie jest
jednoznaczny i zwigzany jest z zawsze istniejacym w przypadku projektowa-
nia dowolnych struktur danych (oraz zwiazanych z nimi procedur) dylematem:
przechowywacé czy rekonstruowac¢? Mozna teoretycznie wykazaé [39], ze do uzy-
skania dowolnej informacji o siatce, konieczne jest przechowywanie informacji
tylko jednego rodzaju — identyfikatoréw wierzchotkéw dla kazdego elementu.
Wszystkie pozostale dane o siatce mozna otrzymaé poprzez odpowiednie obli-
czenia. Dzieki temu dane o niektorych typach obiektow siatki (boki i krawedzie
elementow) nie musza by¢ (i czesto nie sa) przechowywane w strukturze da-
nych. Bezposrednie przechowywanie wiekszej liczby danych usprawnia ich po-
zyskiwanie, prowadzi jednak do zwiekszenia zajmowanej pamieci i zwiekszenia
ztozonosci procedur modyfikujacych dane. W przypadku realizacji réwnoleglej
oznacza dodatkowo albo konieczno$é¢ zwiekszonego transferu przy redystrybu-
¢ji struktury danych, albo skomplikowanie procedur redystrybucji, ktére musza
takze uwzgledniaé¢ rekonstrukcje danych.

Trudnosé zaprojektowania optymalnej struktury danych dla siatki MES jest
potegowana dodatkowo przez fakt, ze w przypadku réznych typow dyskretyza-
¢ji i technik obliczeniowych rézne sg wymagania w stosunku do modutu siatki.
Inne sa dla aproksymacji liniowej, inne dla aproksymacji wyzszych rzedéw, inne
dla adaptacji typu hp. Roézne sa wymagania dla solweréw z jednopoziomowsa
poprawa uwarunkowania i dla wielopoziomowej poprawy. Inne sa wymagania
dla strategii adaptacji z rzadkimi zageszczeniami, inne dla czestych zageszczen
i rozgeszczen. Optymalizacja struktury danych i procedur dostepu dla jednej
grupy algorytmoéw nie musi oznaczaé¢ optymalnosci dla innej grupy [150].

W proponowanym modelu trudnosci te przesuniete sa do fazy konkretnej
realizacji modutu siatki. Ogolnie, idea przewodnia prezentowanej koncepcji
modutéw MES jest istnienie wielu implementacji standardowego interfejsu,
przeznaczonych i zoptymalizowanych dla réznych typéw obliczeri. Dla kazdej
z nich dylemat: przechowywaé czy rekonstruowaé moze zostaé rozstrzygniety
inaczej.

4.2.2 Modul aproksymacji

Podstawowym obiektem modutu aproksymacji, stanowigcym podstawe do wy-
odrebnienia tego ostatniego z catosci kodu MES, jest pole aproksymacji. W
konteksécie MES, w przeciwienstwie do klasycznych podejsé réznicowych, dys-
kretny zbiér wartosdci okreslajacy pole nie zawsze zwigzany jest z punktami
w obszarze obliczeniowym. Stopnie swobody sa wspoétczynnikami kombinacji
liniowej funkcji bazowych. Poniewaz funkcje bazowe zawsze mozna wigzaé z
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obiektami siatki, stopnie swobody naturalnie grupuja sie w zbiory przypisane
poszczegdlnym obiektom siatki. Zbiér stopni swobody przyporzadkowany po-
jedynczemu obiektowi ma okreslong strukture. Z pojedyncza funkcja bazowa
zwiazany moze by¢ pojedynczy stopienn swobody lub maly wektor stopni swo-
body w przypadku réwnan wektorowych. W trakcie symulacji potrzebnych
moze by¢ kilka egzemplarzy zbioru stopni swobody, zwiazanych z poszczegél-
nymi chwilami czasowymi lub krokami iteracji solwera réwnan nieliniowych.
Catkowita liczba stopni swobody zwiagzanych z pojedynczym obiektem siatki
okreslana jest ostatecznie przez trzy parametry:

e liczbe funkcji bazowych zwiazanych z obiektem,
e liczbe stopni swobody przypadajacych na pojedynczg funkcje bazowa,

e liczbe egzemplarzy zbioru stopni swobody.

W przypadku rodzajéw aproksymacji rozwazanych w niniejszej pracy,
zwlaszcza przy zastosowaniu adaptacji typu p i hp, korzystne jest oparcie sche-
matu przechowywania warto$ci stopni swobody na pojeciu struktury stopni
swobody.

Definicja 4.1 Strukturag stopni swobody nazywana jest struktura danych
zwigzana z pojedynczym obiektem statki, zawrerajgca zakodowane parametry
okreslajgce liczbe stopni swobody przyporzgdkowanych obiektowi oraz odpowia-
dajgcy catkowity zbior stopni swobody.

Kodowanie stopni aproksymacji zwiazane jest z faktem, ze dla niektorych
typoéw aproksymacji stopien nie jest pojedyncza liczbg, ale moze byé np. okre-
Slony odrebnie dla kazdego kierunku przestrzennego.

Struktury stopni swobody okreslone sg dla obiektéw siatki o réznych rodza-
jach. Sa one w sposo6b Scisty powiazane z funkcjami bazowymi, ktore tworzone
sa jako odpowiednie ztozenia funkcji ksztaltu (patrz p. 2.5.2). Struktury stopni
swobody moga by¢ podstawa konstrukeji uniwersalnego interfejsu dla modutu
aproksymacji, mozliwego do zastosowania w przypadku réznych typéw proble-
mow i dyskretyzacji [22].

4.2.3 Modutl interfejsu z solwerem réwnan liniowych

Tak jak dla interfejsu modultu aproksymacji podstawowym pojeciem moze by¢
struktura stopni swobody, tak dla interfejsu solweréw réwnan liniowych, opi-
sywanych w niniejszej pracy, naturalnym pojeciem podstawowym jest elemen-
tarny podwektor wektora niewiadomych (patrz p. 2.7). Mozliwe jest skon-
struowanie interfejsu pomiedzy kodem MES i solwerem réwnan liniowych
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(w proponowanej architekturze reprezentowanym przez adapter konkretnego
solwera) wykorzystujacego wylacznie podwektory elementarne globalnych wek-
torow (niewiadomych i prawej strony uktadu réwnan liniowych) oraz odpowia-
dajace im elementarne bloki macierzy uktadu réwnan liniowych.

Modut interfejsu z solwerem réwnan liniowych dokonuje ,ttumaczenia” da-
nych z interfejsu z modutem aproksymacji, wyrazonych w terminach struktur
stopni swobody, na dane w kategoriach podwektoréw stopni swobody, na kto-
rych oparty jest interfejs z solwerem réwnan liniowych. Aby umozliwié¢ do-
wolne uporzadkowanie réwnarn i niewiadomych w solwerze liniowym, polozenie
dowolnego elementarnego podwektora w wektorze globalnym jest niezalezne
od numeracji struktur stopni swobody.

Zaktada sie, ze elementarne podwektory stopni swobody zajmuja zwarte
fragmenty globalnego wektora niewiadomych. Dzieki temu elementarny pod-
wektor stopni swobody charakteryzowany jest tylko przez dwa parametry:

e liczbe pojedynczych stopni swobody,

e pozycje pierwszego stopnia swobody w globalnym wektorze niewiado-
mych.

Pozycja elementarnego podwektora stopni swobody w globalnym wektorze
niewiadomych okresla jednoczesnie pozycje odpowiadajacego mu podwektora
w globalnym wektorze prawej strony. Pozycje pary elementarnych podwek-
torow stopni swobody okreslaja miejsce odpowiadajacego im elementarnego
bloku w globalnej macierzy uktadu. Dlatego tez przekazywanie do solwera ma-
cierzy elementowych i elementowych wektoré6w prawej strony moze odbywacé
sie wylacznie przez wskazanie, jakie elementarne podwektory stopni swobody
odpowiadaja kolejnym blokom elementarnym tworzacym elementows macierz
i kolejnym podwektorom tworzacym elementowy wektor prawej strony. Umoz-
liwia to dokonywanie agregacji globalnej macierzy uktadu przez solwer réwnan
liniowych (lub jego adapter) bez jakiejkolwiek wiedzy o rozwiazywanym pro-
blemie, uzytej siatce i aproksymacji. Dzieki temu pojedynczy modut solwera
liniowego moze by¢ stosowany bez modyfikacji do rozwiazywania rozmaitych
zagadnien.

W proponowanej architekturze kodow MES, w ktorej modut siatki nie za-
wiera informacji o siatkach réznych pozioméw wykorzystywanych w solwerach
wielosiatkowych, niezwykle waznym zadaniem modulu interfejsu z solwerem
liniowym jest dostarczenie solwerowi wielosiatkowemu wszelkich narzedzi ko-
niecznych do realizacji obliczenn wielosiatkowych. Oznacza to, ze modul inter-
fejsu z solwerem liniowym, na podstawie danych topologicznych i geometrycz-
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nych o siatce oraz znajomosci pol aproksymacji, musi dostarczyé¢ solwerowi
liniowemu macierze reprezentujace rozmaite operatory wykorzystywane w ob-
liczeniach wielosiatkowych. Ponownie konstrukcja tych macierzy iich przekaza-
nie solwerowi moga by¢ w calosci zrealizowane przy uzyciu pojeé¢ podwektoréw
elementarnych i elementarnych blokow macierzy [22].

4.2.4 Modutl zarzadzania dekompozycja obszaru

Implementacja modutu dekompozycji obszaru polega na utworzeniu procedur
realizujacych: podzial struktury danych caltosci programu na struktury przy-
dzielone poszczegdlnym procesorom, klasyfikacje obiektéw wystepujacych w
tych strukturach i odpowiednie zarzadzanie rozproszonymi danymi.

Podziatu struktury danych dokonuje sie na podstawie dekompozycji ob-
szaru, przeprowadzanej w ramach proponowanej architektury przez programy
zewnetrzne. Efektem podzialu jest przypisanie numeru podobszaru (proce-
sora) kazdemu obiektowi siatki MES. Implikuje to przypisanie tego samego
numeru zwigzanej z obiektem strukturze stopni swobody. Struktura stopni
swobody odpowiada podwektorowi stopni swobody, na ktérym operuje solwer
réwnan liniowych. Podwektorowi odpowiada pasmo macierzy ukladu i pod-
wektor wektora prawej strony. Wszystkie te obiekty dziedzicza numer pod-
obszaru od poczatkowego obiektu siatki. Tym samym podzial siatki MES
implikuje dekompozycje catej struktury danych MES.

Do zapewnienia spdjnosci struktur danych przechowywanych w lokalnych
pamieciach procesoréw musi zostaé¢ stworzony mechanizm stanowiacy sub-
stytut globalnej przestrzeni adresowej w komputerach jednoprocesorowych.
Mozliwa realizacja tego mechanizmu (wykorzystana w dalszych opisach im-
plementacji oraz uzyta w przykladach obliczeniowych) jest wyposazenie mo-
dutu dekompozycji w dodatkows strukture danych. W ramach tej struktury
kazdemu obiektowi przypisuje sie globalny miedzyprocesorowy identyfikator
MPID. Identyfikator ten sktada sie z zakodowanych: lokalnego identyfikatora
(w ramach lokalnej struktury danych) i numeru podobszaru. MPID pozwala
jednoznacznie zidentyfikowaé i zlokalizowa¢ kazdy obiekt globalnej struktury
danych programu MES.

4.2.5 Modutl interfejsu z bibliotekami przesylania komunika-
tow

Procedury modutu dekompozycji nie wywotuja procedur zadnej z konkretnych
bibliotek przesytania komunikatéow, a tylko funkcje interfejsu, opatrzone na-
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zwami wedlug przyjetej w kodzie konwencji, realizujace konieczne operacje
komunikacyjne. Moga istnie¢ rézne implementacje modutu interfejsu, wywo-
tujace procedury roznych bibliotek przesytania komunikatéow. Tak wiec mozna
tworzy¢ implementacje modutu interfejsu komunikacyjnego nie tylko dla stan-
dardu MPI, ale takze dla innych bibliotek, jak na przyktad PVM.

Wszystkie przestania komunikatéw dziela sie na dwie grupy: przestania
dwupunktowe i operacje grupowe. W celu zmaksymalizowania ziarnistosci ob-
liczen zaktada sie, ze przestania dwupunktowe realizowane sa z wykorzystaniem
bufora posredniego. Dane do przestania gromadzone sa w buforze, a nastepnie
przesytane, mozliwie jak najrzadziej. Operacje grupowe wykorzystujg standar-
dowe typy wymiany komunikatéw miedzy wieloma procesorami (rozglaszanie,
rozpraszanie, zbieranie, itp.), w tym takze redukcje (np. sumowania stuzace do
obliczania norm, iloczynéow skalarnych, itp.).

4.3 Rownolegla realizacja obliczen MES

Ponizej opisany jest przebieg obliczenn w ramach symulacji MES obejmujacy
etapy rozwigzania pojedynczego liniowego problemu dyskretyzacji przestrzen-
nej oraz adaptacji siatki. Uwzglednione sa takze, konieczne do realizacji row-
noleglej, etapy podziatu obszaru obliczeniowego (siatki MES) i rownowazenia
obcigzenia procesoréw. Wymienione wyzej gtéwne etapy opisane sa w rozbi-
ciu na drobniejsze fazy, umieszczone w porzadku chronologicznym wykonania.
Etapy i ich poszczegolne fazy moga by¢ sktadane w bardziej ztozone strategie
rozwigzywania w przypadku probleméw niestacjonarnych, nieliniowych, sprze-
zonych lub rozbudowanych strategii adaptacji.

Organizacja wszystkich faz obliczenn réwnoleglych podlega temu samemu
schematowi. Obliczenia dzieli sie na dwie kategorie: obliczenia lokalne, wy-
konywane z uzyciem wytacznie danych lokalnych, oraz obliczenia globalne, w
ktorych biora udziat dane zwiazane z calym obszarem obliczeniowym. Mo-
dut dekompozycji zarzadza przebiegiem obliczenn w taki sposéb, aby moduty
sekwencyjne realizowaly obliczenia tak jak w programach sekwencyjnych, na
przydzielonych sobie danych lokalnych. Koordynacja tych obliczen w catosci
zajmuje sie modut dekompozycji. Jezeli w obliczeniach pojawia sie koniecznosé
wykonania operacji globalnej, modut sekwencyjny wykonuje fragment obliczen
zwigzany z danymi odpowiadajacymi obiektom wewnetrznym lub lokalnym
i przekazuje sterowanie do modutu dekompozycji. Cata przedstawiona stra-
tegia realizacji obliczeni opiera sie na takim doborze algorytméw i ich imple-
mentacji, aby procedury modutéw sekwencyjnych realizujac swe obliczenia nie
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natrafialty nigdy na odwotania do obiektéw zewnetrznych.

Podziat obszaru obliczeniowego

Odpowiednia procedura modutu dekompozycji, wykorzystujac zewnetrzny pro-
gram dzielenia siatki, tworzy strukture danych, w ramach ktérej lokalnie prze-
chowywane fragmenty struktur danych siatki i pél aproksymacji tworza jedna
globalng strukture danych MES. Zgodnie z dokonanym podzialem na niena-
ktadajace sie podobszary, kazdemu obiektowi siatki i kazdej strukturze stopni
swobody przyporzadkowany jest jednoznacznie procesor. W przypadku uzy-
cia identyfikatorow MPID, kazdy z obiektow siatki i kazda ze struktur stopni
swobody otrzymuje swdj jednoznaczny, globalny identyfikator.

Tworzenie nakladki

Tworzenie nakltadki najczedciej w calodci realizowane jest przez procedury mo-
dutu dekompozycji. Po ustaleniu rozmiaru strefy naktadania sie podobszaréw,
odpowiednie fragmenty struktury danych przydzielane sg poszczegdlnym pod-
obszarom i przeprowadzana jest klasyfikacja obiektéw siatki i struktur stopni
swobody na wewnetrzne i naktadki. W przypadku korzystania z globalnych
identyfikatoréw MPID, struktura danych zapewnia tylko znajomos$¢ numeru
procesora jednoznacznie przyporzadkowanego obiektom siatki i strukturom
stopni swobody. Konieczna dla wielu obliczeni informacja o lokalnie przecho-
wywanych przez inne procesory kopiach danych (dotyczacych nieprzyporzad-
kowanych im obiektow siatki i struktur stopni swobody) musi by¢ uzyskiwana
poprzez runde komunikacji miedzyprocesorowe;.

Modut dekompozycji ustala rozmiar naktadki zgodnie z przyjeta strategia
zrownoleglenia obliczeri. Moze to by¢, korzystny w przypadku obliczen z po-
wolng komunikacja miedzyprocesorowa, rozmiar gwarantujacy lokalne wyko-
nywanie, istotnych z punktu widzenia wydajnosci, procedur catkowania nume-
rycznego, mnozenia macierzy uktadu rownan liniowych przez globalne wektory
oraz wygladzania btedu. Taki rozmiar jest przyjety jako podstawa dalszego
opisu realizacji obliczen.

Caltkowanie numeryczne

W przyjetym modelu obliczenn catkowanie numeryczne nie poprzedza, ale jest
fragmentem procesu rozwiazywania uktadu réwnan liniowych. Przy realizacji
rownoleglej modut dekompozycji posredniczy w interakcjach miedzy solwerem
rownan liniowych i reszta kodu MES. W trakcie tworzenia lokalnej, dla danego
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podobszaru, struktury danych pozioméw siatki modut dekompozycji okresla,
dla ktérych struktur stopni swobody tworzone beda pasma macierzy uktadu i
po obszarach ktorych obiektow siatki dokonywane bedzie caltkowanie. Nastep-
nie w trakcie tworzenia macierzy ukladu wywolywane sa procedury moduléw
sekwencyjnych (modulu zaleznego od problemu i modutu aproksymacji) do-
starczajace macierze elementowe. Procedury te dzialaja identycznie jak w
programach sekwencyjnych, dzieki lokalnej dostepnosci wszystkich potrzeb-
nych danych.

Rozwigzanie ukladu réwnan liniowych

Globalne operacje na wektorach sa realizowane przez odpowiednie procedury
modutu dekompozycji, wykorzystujace standardowe procedury bibliotek prze-
sytania komunikatéw, dostosowane do operacji wektorowych.

Mnozenie macierzy ukladu réwnan liniowych przez wektory globalne i roz-
wigzywanie problemoéw lokalnych w algorytmach wygladzania bledu realizo-
wane jest lokalnie, dzieki odpowiedniemu rozmiarowi naktadki. Konieczna jest
jednak, po obu tych operacjach, wymiana wartosci, ktére nie zostaly zmodyfi-
kowane, miedzy odpowiednimi procesorami.

Realizacja wymiany warto$ci w globalnych wektorach moze byé efektywnie
dokonywana w module dekompozycji przy uzyciu odpowiednich tablic prze-
stan. Tablice tworzy sie odrebnie dla kazdego poziomu siatki uczestniczacego
w obliczeniach. Dla kazdego podobszaru tworzy sie zestawy tablic odpowiada-
jace sasiadujacym podobszarom. W pojedynczym zestawie znajduja sie cztery
(w uproszczonych przypadkach dwie) tablice przestan. Kazda z nich odpo-
wiada jednej z grup stopni swobody opisanych w p.3.4.3, na s. 145, i zawiera
identyfikatory podwektoréw elementarnych nalezacych do danej grupy.

Procedury rzutowania wektoréow globalnych pomiedzy poziomami siatki sg
w pelni lokalne. Modul dekompozycji wywoluje je w identyczny sposob jak
przy realizacji sekwencyjnej, musi tylko zagwarantowaé aktualnosé danych uzy-
wanych w projekcji. Podobnie jak w innych fazach obliczenn mozna to uzyskaé
albo przez odpowiednig wymiane danych miedzy procesorami, albo przez lo-
kalne wykonanie uaktualniajacych operacji.

Adaptacja

Operacje modyfikacji siatki przeprowadzane sg przez procedury sekwencyjnego
modutu siatki. Jedyna zmiana wymagana przy realizacji rownoleglej jest zwro-
cenie do modutu dekompozycji listy wszystkich obiektéw uczestniczacych w po-



185

dziatach i ztgczeniach, razem z listami identyfikatorow obiektow utworzonych
w trakcie podziatu. Listy te pozwalaja modutowi dekompozycji na przepro-
wadzenie rundy komunikacji, ktérej celem jest uaktualnienie identyfikatorow
MPID dla wszystkich obiektéow zawartych w lokalnych strukturach danych.

Dodatkowe komplikacje pojawiaja sie¢ w przypadku podziatéw obiektow
bezposrednio na brzegach rozszerzonych podobszaréw dekompozycji (por.
p. 3.4.4). Na skutek lokalnych podzialow obiekty na takim brzegu moga by¢
rézne dla zawierajacych je podobszaréow. Modul dekompozycji musi by¢ wy-
posazony w mechanizmy utrzymywania spojnosci struktury danych w takich
przypadkach.

Roéwnowazenie obcigzenia i transfer obiektéow siatki

Pierwsze z tych zadan ponownie, tak jak pierwotny podzial siatki, wykony-
wane jest przez modul lub program, o ktérym zaktada sie, ze jest zewnetrzny
w stosunku do rdzenia obliczeniowego MES. Na podstawie nowego podziatu
siatki modut dekompozycji okresla zakres koniecznych transferéw pomiedzy
podobszarami.

Transfer okreslany jest przez zbior obiektow siatki (i zwiazanych z nimi
struktur stopni swobody), dla ktorych ma nastapi¢ zmiana podobszaru, wzgle-
dem ktorego pozostaja jako wewnetrzne. Dla uproszczenia dalszy opis prze-
prowadzony jest na przykladzie elementéw. Transfer innych obiektéow siatki i
struktur stopni swobody dokonywany jest w analogiczny sposo6b.

Elementy, ktore maja zostaé¢ przydzielone innemu procesorowi tworza zbioér
zwany dalej tata elementow. Ze wzgledu na istnienie naktadki w podziale
na podobszary, wzbogaca si¢ pierwotna late elementéw o warstwy elementéw
tworzace odpowiedniag nakladke taty. Pierwotne elementy taty staja sie jej
elementami wewnetrznymi.

Zgodnie z usytuowaniem elementéw wzgledem podobszaru wysylajacego i
podobszaru przyjmujacego dokonuje sie dalszej klasyfikacji elementéw. Dzia-
tania podjete w stosunku do konkretnych elementéw zaleza od ich ostatecznej
klasyfikacji. Tablica 4.1 przedstawia kompletna klasyfikacje elementow (odnosi
sie ona takze do pozostalych obiektow siatki i struktur stopni swobody) tacz-
nie z wyszczegolnieniem operacji wykonywanych dla kazdej z grup w trakcie
transferu danych. ,Powiadomienie” oznacza przestanie komunikatu do proce-
sora, wzgledem ktorego obiekty siatki sa wewnetrzne, o konieczno$ci dokonania
transferu.

Pelny transfer obiektéw obejmuje wymazanie ich ze struktury danych
nadawcy, wpisanie do struktury danych odbiorcy (wraz ze wszystkimi, zre-
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Tablica 4.1. Klasyfikacja obiektoéw siatki przeprowadzana w celu dokonania trans-

feru danych miedzy procesorami

Polozenie wzgledem: Podejmowane
taty nadawcy odbiorcy dziatania
wewnetrzne | wewnetrzne | zewnetrzne | transfer danych i zmiana MPID
wewnetrzne | wewnetrzne | w nakladce zmiana MPID
w nakltadce | wewnetrzne | zewnetrzne transfer bez zmiany MPID
w naktadce | wewnetrzne | w nakltadce brak
w nakltadce | w naktadce | wewnetrzne brak
w nakltadce | w naktadce | zewnetrzne powiadomienie
w naktadce | w nakladce | w naktadce powiadomienie

konstruowanymi spojnie i poprawnie, zaleznosciami rodzinnymi i sasiedzkimi)
oraz ustalenie prawidtowych identyfikator6w MPID. Dla niektérych z obiektow,
zgodnie z tabl. 4.1, przeprowadza si¢ tylko niektore operacje. Jedli przekazy-
wany obiekt nie ulega wymazaniu po stronie nadawcy, konieczne jest przesta-
nie zwrotne jego nowego identyfikatora MPID. Podobnie jak przy réwnoleglej
adaptacji siatki, w przypadku obiektéw na granicach miedzy podobszarami
i siatek nieregularnych pojawiaja sie dodatkowe klopoty natury techniczne;j,
ktore muszg zostaé¢ rozwigzane przez procedury modutu dekompozycji w celu
zapewnienia poprawnosci i spojnosci globalnej struktury danych [21, 131].

4.4 Przyklady obliczen

4.4.1 Symulacja zagadnienia konwekcji

Pierwszym przyktadem numerycznym jest symulacja zagadnienia konwekcji.
Zadanie to, proste z matematycznego punktu widzenia, zawiera jednak wszyst-
kie trudnosci techniczne zwigzane z rownoleglymi symulacjami probleméw o
dynamicznej adaptacji siatki.

Obliczenia w tym przyktadzie dokonane zostaly na sieci komputeréw osobi-
stych z procesorem Pentium 4, 1.6 GHz i pamiecia 1 GBajt kazdy. Systemem
operacyjnym byl Linux, a siecig polaczen szybki Ethernet 100 Mbit/s.

Problem polega na unoszeniu wzdtuz osi y ptaskiej fali o dtugosci 200, w
trojwymiarowym obszarze [0,38] x [0,1000] x [0,18]. Uzyta niestrukturalna
siatka elementéw pryzmatycznych jest adaptowana po kazdym kroku oblicze-
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niowym. W czeSci obszaru, gdzie pojawia sie fala, elementy sa dzielone z
ograniczeniem maksymalnej liczby generacji do trzech i zalozeniem jednoniere-
gularnosci siatki. W momencie kiedy fala opuszcza fragment obszaru elementy
sa na powroét zlaczane.

W zagadnieniu tym jedynym interesujacym procesem sa kolejne, przepro-
wadzane réownolegle, modyfikacje siatki i utrzymywanie zréwnowazonego ob-
cigzenia procesoréw. Lokalne zageszczania i rozgeszczania siatki powoduja, ze
w niektorych podobszarach elementéow przybywa, a w innych ubywa. Zmiany
te nie sg gwaltowne ze wzgledu na dokonywanie adaptacji po kazdym kroku
symulacji. Aby unikna¢ zbyt czestych transferéw obiektow siatki i realizo-
waé transfery odpowiednio wiekszej liczby obiektow naraz, wybrana zostalta
strategia przywracania rownowagi obciazenia wtedy, gdy ekstremalna liczba
stopni swobody w pojedynczym podobszarze odbiega od $redniej liczby stopni
swobody we wszystkich podobszarach o pewien zalozony procent tej ostat-
niej. Przywracanie polega na wywotaniu procedur ponownego podziatu siatki
i dokonaniu, na podstawie uzyskanego nowego przypisania obiektéow siatki pod-
obszarom, odpowiedniego transferu danych.

Tablica 4.2 przedstawia charakterystyki modyfikacji siatki dla pieciu kolej-
nych krokéw czasowych (od 100 do 105 — calosé¢ symulacji obejmowata 120
krokow czasowych) przykladowej symulacji z uzyciem sieci czterech kompute-
réw osobistych. Przyjeta wartosé graniczna nieréwnowagi obciazenia wynosila
10%. Dla umozliwienia lokalnych zlaczenri elementéw transfer obiektow siatki
dotyczyt zawsze caltych rodzin (przodkéw i potomkéow).

Wyniki w tabl. 4.2 pokazuja, ze calkowita liczba stopni swobody w trakcie
symulacji pozostaje stata. Tyle samo obiektéw powstaje, ile jest wymazywa-
nych. Podzialy dokonywane sg jednak w innych podobszarach niz ztaczenia. Z
kazdym krokiem wzrasta nieréwnowaga liczby obiektow siatki i stopni swobody
w poszczegdlnych podobszarach. Przecietnie co trzy kroki czasowe dochodzi
do przekroczenia wartosci granicznej nieréwnowagi i transferu obiektéw siatki
oraz struktur stopni swobody. Liczby podane w tablicy dotycza tylko obiek-
tow siatki, dla ktorych dokonywany byt transfer catosci struktury danych, nie
zawierajg liczb obiektow, dla ktorych dokonywano jedynie uaktualnienia iden-
tyfikatorow MPID.

Przyspieszenie obliczenn uzyskane dla czterech komputeréw (o stosunkowo
powolnej sieci potaczeni) i calosci symulacji wyniosto 2.67. Daje to efektywnosé
rowng 67%. Zwazywszy, ze przyspieszenie to uwzglednia, poza zwyklym na-
rzutem procedur catkowania numerycznego i solwera réwnain liniowych, takze
czeste odwotania do procedur podziatu siatki oraz transfery obiektow siatki,
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Tablica 4.2. Charakterystyki przebiegu adaptacji i transferu obiektow siatki w
trakcie wybranych krokéw czasowych symulacji unoszenia fali pta-
skiej w prostopadlo$ciennym obszarze tréjwymiarowym

Numer kroku czasowego
100 | 101 | 102 | 103 | 104
Srednia liczba stopni swobody | 5086 | 5086 | 5086 | 5086 | 5086
Maksymalna liczba stopni swobody | 5636 | 5120 | 5372 | 5596 | 5120
Minimalna liczba stopni swobody | 4468 | 5012 | 4732 | 4508 | 4996
Liczba przestanych wierzchotkow | 300 0 01 390 0
Liczba przestanych krawedzi | 1212 0 011671 0
Liczba przestanych bokow | 1284 0 0 | 1863 0
0 0] 657 0

Liczba przestanych elementéw | 438

mozna uzyskany wynik uznaé za zadowalajacy.

4.4.2 Aproksymacja réwnan Eulera — po raz ostatni

Kolejnym przyktadem obliczeniowym jest (ponownie) symulacja nielepkiego
przeptywu o liczbie Macha 3 wokoét profilu bi-NACA0012, omawianego w
p. 3.6.1. Tym razem konkretne zadania dobrane sa tak, aby zilustrowaé ska-
lowalno$é obliczen réwnolegtych dla probleméw wielkiej skali. Rozwazana jest
sekwencja krokéw czasowych nieliniowej niejawnej metody Eulera. Parame-
try sterujace dobrane sg tak, aby obliczenia dla kazdego kroku zawieraly dwie
iteracje niedokladnej metody Newtona, a uktad réwnan liniowych powstaty
w ramach kazdej z iteracji (dla kazdej z iteracji rozny) rozwiazywany byl za
pomoca jednego restartu metody GMRES z 10 wektorami Krytowa. Przy-
taczane czasy obliczenn obejmuja wiec taczny czas utworzenia i rozwiazania
(niedoktadnego) dwoch uktadow réwnan liniowych. Do poréwnania wybierany
jest minimalny czas wykonania jednego z tak realizowanych krokéw czasowych
w przeciagu catej symulacji.

Maszyna rownolegta dla tego i nastepnego przyktadu byl klaster kompu-
teréw osobistych z siecig typu Gigabit Ethernet i 12 weztami obliczeniowymi.
Kazdy z weztéw wyposazony byt w 2 procesory Pentium 4, 2.4 GHz, o pamieci
1 GBajt kazdy.

Poréwnywane sg trzy przypadki obliczen. W pierwszym dokonywane byty
one na jednym procesorze. Liczba elementéw wynosita 384 256, liczba wezlow
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Rys. 4.3. Skalowalno$¢ obliczen dla symulacji przepltywu naddzwiekowego wokot
profilu bi-NACAO0012: czas wykonania jednego kroku czasowego przy
wzrastajacej liczbie procesoréw i wzrastajacym rozmiarze zadania oraz
zalozeniu stalego rozmiaru zadania na pojedynczym procesorze (czas
obliczen dla 16 procesoréw uzyskany na podstawie czasu obliczeri dla 12
procesorow)

193 271, a liczba stopni swobody 773 084. Minimalny czas realizacji obliczen
dla pojedynczego kroku czasowego wyniost 30.76 s. W drugim przypadku za-
danie czterokrotnie wigksze (siatka uzyskana zostala przez jednorodne zagesz-
czanie siatki poprzedniej) rozwiazywane bylo na czterech procesorach. Czas
obliczenn wyniést 31.33 s. Dla przeprowadzenia obliczen ostatniego przypadku
ponownie dokonane zostato jednorodne zageszczenie siatki. Ostateczna siatka
miata 6 148 096 elementéw, 3 078 623 wezlty i 12 314 492 stopnie swobody.
Ze wzgledu na specyfike klastra obliczenia wykonywane byly na 12 proceso-
rach. Najkrotszy czas realizacji obliczen dla jednego kroku czasowego wynidst
42.15 s.

W dwoéch pierwszych przypadkach liczba stopni swobody w pojedyn-
czym podobszarze waha sie w okolicach 770 000, w ostatnim jest rowna ok.
1 030 000. W celu uzyskania rezultatow ilustrujacych skalowalnosé programu
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wyniki ostatniego z przypadkow obliczen sa modyfikowane. Wtasciwa do po-
kazania skalowalnosci liczbg procesoréw jest 16. W przypadku zastosowania
12 procesoréw liczba stopni swobody w pojedynczym podobszarze wzrasta w
proporcji zblizonej do 16/12 (1 030 000 / 770 000 ~ 1.338) W podobnej pro-
porcji (doktadnie w proporcji (%)1/ 2 jako ze obliczenia sa dwuwymiarowe)
maleje wielkos¢ komunikacji miedzyprocesorowej. Dla przyblizonej ilustracji
skalowalnoéci obliczen, przedstawionej na rys. 4.3, przyjeto liczbe procesoréw
rowna 16 i czas obliczeri z wykorzystaniem 12 procesoré6w pomnozony przez
12/16 (dajacy w efekcie 31.61 s). Na podstawie powyzszej analizy mozna
uznaé, ze obliczenia wykazuja dobrg, zblizong do liniowej skalowalnosé.

4.4.3 Nieciggla aproksymacja réwnania Laplace’a — po raz
ostatni

Ostatnim przyktadem obliczen jest (ponownie) rownolegle rozwiazanie zadania
nieciagtej aproksymacji dla zagadnienia Laplace’a w szescianie jednostkowym
(patrz pp. 2.1.2, 2.6.6, 2.7.11 i 3.6.2). Tym razem celem jest rozwiazanie du-
zego zadania dla przetestowania skalowalnosci algorytméw i ich implementacji,
a w szczegolnosci braku ,waskich gardel” (bottlenecks) w procesie rozwiazywa-
nia zagadnieri wielkiej skali. Jest to test, zar6wno uzytych algorytmoéw, jak i
architektury oraz szczeg6tow realizacji kodu.

Zastosowana siatka MES, o 6 258 688 elementach i 25 034 752 stopniach
swobody, powstalta przez kolejng adaptacje siatki z przyktadu w p. 3.6.2. Tak
duza liczbe elementéw uzyskano dzieki rownoleglej adaptacji. Adaptacja se-
kwencyjna nie byla mozliwa, gdyz struktura danych MES zajmowata okoto
4.5 GBajta pamieci operacyjnej. Rozwiazanie zostalo otrzymane po 15 ite-
racjach metody GMRES, z szybkoscia zbieznosci réwng 0.393, umozliwiong
przez wielosiatkowa poprawe uwarunkowania macierzy uktadu réwnan linio-
wych. Czas rozwigzania wyniost 158 sekund.



Dodatek A

Oznaczenia

operator skoku na brzegu miedzyelementowym, s. 35,
operator usrednienia na brzegu miedzyelementowym, s. 35,
parametry charakteryzujace rézne warianty metody dyskre-
tyzacji czasowej réwnan Eulera, s. 16,

macierz uktadu réwnan liniowych MES, s. 43,

macierz uktadu rownan liniowych dla problemu zgrubne;j
korekty bledu (na siatce poziomu i), s. 73 (s. 77),

blok elementarny macierzy uktadu rownan liniowych MES,
s. 45,

blok poprawy uwarunkowania macierzy ukladu réwnan
liniowych MES, s. 99,

macierzowe wspotczynniki przy pochodnych drugiego rzedu
w wektorowym zagadnieniu konwekcji—dyfuzji-reakcji, s. 30,
forma dwuliniowa sformutowania MES, s. 70,

forma dwuliniowa sformutowania ciagltego MES, s. 37,
forma dwuliniowa sformutowania nieciagtego MES; s. 37,
forma dwuliniowa odpowiadajaca lokalnym problemom

w trakcie iteracyjnego rozwiazywania uktadow réwnan
liniowych, s. 71,
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Bi

macierzowe wspodlczynniki przy pochodnych pierwszego rze-
du w wektorowym zagadnieniu konwekcji—dyfuzji—reakcji,

s. 30,

wektor prawej strony uktadu rownan liniowych MES; s. 43,
macierzowy wspotczynnik przy wyrazie zerowego rzedu

w wektorowym zagadnieniu konwekcji—dyfuzji-reakcji, s. 30,
liczba CFL, s. 17,

parametr CFL, s. 19,

operator laplasjanu, Au = uj, s. 12,

delta Kroneckera, s. 12,

efektywnosé zrownoleglenia, s. 125,

skalowana efektywnos$é zrownoleglenia, s. 127,

blad aktualnego rozwiagzania w trakcie iteracyjnego rozwia-
zywania uktadéw réownar liniowych, s. 70,

blad aktualnego rozwiazania zawezony do wektorowej prze-
strzeni zgrubnej w trakcie realizacji metody dwusiatkowej
(cyklu V metody wielosiatkowej), s. 73 (s. 76),

funkcja z przestrzeni skoniczenie elementowej V}, odpowiada-
jaca bledowi aktualnego rozwiazania w trakcie iteracyjnego
rozwiazywania uktadéow réwnan liniowych, s. 71,

rzut btedu € na przestrzen lokalna Vj, s. 71,

rzut bledu € na przestrzen zgrubna Vo (Vg ), s. 72 (s. 76),
funkcje bazowe MES, s. 41,

funkcje bazowe MES na siatce zgrubnej poziomu i, s. 76,
funkcje ksztattu, s. 39,

operator nieliniowy wynikly z zastosowania dyskretyzacji
przestrzennej do stacjonarnego (lub zdyskretyzowanego

w czasie) problemu nieliniowego, s. 23,

wektor strumieni eulerowskich dla i-tego kierunku prze-
strzennego, s. 12,

funkcja wektorowa w warunku brzegowym Dirichleta, s. 30,
funkcja wektorowa w warunku brzegowym Neumanna, s. 30,
funkcja wektorowa w warunku brzegowym Robina, s. 30,
brzeg obszaru obliczeniowego, s. 15, 30,

cze$é brzegu obszaru obliczeniowego z zadanym warunkiem
brzegowym Dirichleta, s. 30,

cze$¢ brzegu obszaru obliczeniowego z zadanym warunkiem
brzegowym Neumanna, s. 30,



193

czesé brzegu obszaru obliczeniowego z zadanym warunkiem
brzegowym Robina, s. 30,

czesé brzegu obszaru obliczeniowego, na ktorej nastepuje
wyplyw, s. 30,

czesé brzegu obszaru obliczeniowego, na ktorej nastepuje
wplyw, s. 30,

brzeg elementu e, s. 32,

wspolna czesé brzegu elementéw e i f, s. 35,

brzeg miedzyelementowy, suma brzegéw I'cr, s. 35,

liniowy rozmiar elementu, s. 17,

macierz uktadu rownan w metodzie Newtona, s. 23,
przyblizenie macierzy jakobianowej w metodzie Newtona dla
réwnan Fulera, s. 26,

macierz jakobianowa transformacji elementu e do przestrzeni
odniesienia, s. 49,

macierze sztucznej lepkosci, s. 15,

funkcja macierzowa w warunku brzegowym Robina, s. 30,
wspotczynniki skalarnego réwnania dyfuzji, s. 57,

forma liniowa sformutowania MES, s. 70,

forma liniowa sformutowania ciagltego MES, s. 37,

forma liniowa sformutowania nieciggltego MES, s. 37,
macierzowy wspodlczynnik przy pochodnej czasowej w wek-
torowym zagadnieniu konwekcji-dyfuzji-reakcji, s. 30,
liniowy operator implikowany przez algorytm poprawy uwa-
runkowania macierzy ukltadu réwnar liniowych, s. 78,

liczba stopni swobody rozwigzania MES, liczba niewiadomych
uktadu réwnan liniowych, s. 43,

szeroko$¢ diagonalnego pasma macierzy uktadu rownan linio-
wych, s. 92,

liczba sktadowych wektorowej funkcji niewiadomej w zaga-
dnieniu konwekcji—dyfuzji-reakcji, s. 30,

liczba elementéw w siatce MES, s. 57,

liczba punktéw catkowania numerycznego po obszarze elemen-
tu odniesienia, s. 49,

liczba geometrycznych funkcji ksztattu okreslajacych geome-
trie elementu, s. 50,

liczba funkcji ksztattu uzytych do aproksymacji rozwigzania
w elemencie, s. 52,
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srednia liczba operacji potrzebnych do obliczenia wspotczyn-
nika w pojedynczym punkcie caltkowania numerycznego, s. 54,
liczba catek sktadajacych sie na pojedynczy wyraz macierzy
elementowej, s. 54,

liczba podwektoréw wektora niewiadomych uzywanych w al-
gorytmach metod Schwarza, s. 68,

liczba podwektoréw elementarnych wektora niewiadomych,

s. 44,

liczba podwektoréw poprawy uwarunkowania uzywanych w al-
gorytmach wygtadzania btedu, s. 99,

liczba podwektoréw elementarnych sktadajacych sie na K-ty
podwektor poprawy uwarunkowania, s. 99,

liczba stopni swobody w ¢-tym podwektorze elementarnym,

s. 99,

liczba stopni swobody w K-tym podwektorze poprawy uwa-
runkowania, s. 99,

liczba podwektoréw elementarnych sasiadujacych z i-tym pod-
wektorem elementarnym i nie nalezacych wraz z nim

do wspolnego podwektora poprawy uwarunkowania, s. 100,
liczba podwektoréw elementarnych sasiadujacych z i-tym pod-
wektorem elementarnym i majacych indeksy mniejsze niz i,

s. 103,

maksymalna liczba iteracji w pojedynczym restarcie metody
GMRES, s. 80,

liczba procesoréw realizujacych obliczenia réwnolegtle, s. 124,
wektor jednostkowy, normalny zewnetrznie wzgledem brzegu
obszaru obliczeniowego, s. 15, 35;

takze — wektor jednostkowy, normalny do brzegu miedzyele-
mentowego, s. 35,

wektor jednostkowy, normalny zewnetrznie wzgledem brzegu
elementu e, s. 34,

obszar obliczeniowy, Q € R? lub Q € R?, s. 15, 30,

obszar elementu e, s. 32,

obszar elementu odniesienia dla elementu e, s. 32,

podobszar obszaru obliczeniowego, s. 68,

operator rzutowania na lokalng przestrzen wektorows zwiazang
z podobszarem €, s. 70,

stopienn wielomianu aproksymujacego, s. 39,

indeks okreslajacy stopienn aproksymacji w elemencie e, s. 39,
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wektory strumieni w wektorowym zagadnieniu konwekcji—
—dyfuzji-reakcji, s. 30,

operator zawezenia do przestrzeni wektorowej zwigzanej

z przestrzenia lokalng Vj, s. 69,

operator rozszerzenia z przestrzeni wektorowej zwigzanej

z przestrzenia lokalng V;, s. 69,

operator zawezenia do przestrzeni wektorowej zwigzanej

z przestrzenia zgrubna Vo (Vi,), s. 73 (s. 74, 76),
operator rozszerzenia z przestrzeni wektorowej zwiazanej

z przestrzenia zgrubna Vo (Vi,), s. 73 (s. 74, 76),
residuum dla k-tej iteracji metody sprzezonych gradientéw,
s. 79,

k-ty wektor bazowy podprzestrzeni Krytowa w metodzie
GMRES (przed normalizacja i po normalizacji), s. 80,
przestrzen funkcji wielomianowych dla elementu odniesie-
nia, s. 30,

przyspieszenie obliczeni, s. 125,

skalowane przyspieszenie obliczen, s. 127,

wektor zrédlta w wektorowym zagadnieniu konwekcji—dyfu-
zji-reakcji, s. 30,

transformacja elementu e do przestrzeni odniesienia, s. 32,
czas wykonania najlepszego algorytmu sekwencyjnego dla
danego problemu, s. 125,

czas wykonania obliczen programem réwnolegtym dla da-
nego problemu, s. 125,

chwila czasu, s. 12,

n-ta dyskretna chwila czasu, s. 16,

dtugosé n-tego kroku czasowego, At = t,11 — ty, s. 16,
lokalny krok czasowy, s. 19,

skalarna funkcja niewiadoma, s. 12, 57,

wektor zmiennych zachowawczych dla réwnan Eulera, s. 12;
takze — wektorowa funkcja niewiadoma w zagadnieniu
konwekcji—dyfuzji-reakcji, s. 30,

rozwigzanie problemu zaleznego od czasu w chwili ¢,,, s. 16,
funkcja dyskretyzowana ,pod prad” na brzegu miedzyele-
mentowym, s. 36,

globalny wektor niewiadomych dyskretyzacji MES (wektor
stopni swobody), s. 23, 43,



rozwiazanie doktadne uktadu réwnan liniowych, s. 70,
rozwigzanie po m-tej iteracji algorytmu rozwiazywania ukla-
doéw réownan liniowych, s. 68,

aktualne rozwigzanie w trakcie iteracyjnego rozwiazywania
uktadéw réwnarni liniowych, s. 68,

aktualne rozwiazanie na siatce poziomu ¢ w trakcie realizacji
cyklu V metody wielosiatkowej, s. 76,

podwektor elementarny wektora niewiadomych u, s. 44,
przestrzen skoriczenie elementowa funkcji skalarnych, s. 39,
przestrzen skoriczenie elementowa funkcji wektorowych,

s. 15, 31,

lokalna przestrzen skoriczenie elementowa funkcji okreslonych
w podobszarze (1; obszaru obliczeniowego, s. 70,

(zgrubna) przestrzen skoriczenie elementowa zwiazana z sia-
tka zgrubna (poziomu i), s. 72 (s. 73, 73, 75),

waga I-tego punktu kwadratury catkowania numerycznego,
s. 49,

praca systemu komputerowego, s. 126,

funkcja izoefektywnosci obliczen réwnoleglych, s. 128,
skalarna funkcja testujaca, s. 57,

wektorowa funkcja testujaca, s. 15,

wektor wspolrzednych punktu w przestrzeni fizycznej, s. 12,
wektor wspotrzednych punktu w przestrzeni odniesienia,

s. 32,

wspoélrzedne I-tego punktu kwadratury catkowania numery-
cznego, s. 49.
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